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OVER DE WETTEN VAN BEWERKING, 
WAARAAN DE EENHEDEN h J EN k VAN HAMILTON 

ZIJN ONDERWORPEN, 



DOOR 



Th. B. VAN WETTUM. 



1. Dit mgn vorig opstel — zie Nieuw Archief voor Wis- 
kunde, Deel XVIII - blijkt, dat de matrix yan Teryorming van 
evenwgdige rechthoekige coordinaten der ruimte, bg behoud 
van oorsprong, altgd gelgkwaardig is met een wenteling, 
mits de determinant op dien matrix positief is. 

Vatten w^ kortelgk samen eenige yergelgkingen , die ons 
in het yolgende nog zuUen dienen. Waren de yergelgkingen 
Toor de vervorming van coordinaten 



(^'y'^) = 



Ct C. 






(^ y ^)y 



dan Yonden w^ de negen yergelgkingen 

et = {l — eo8 p) eo8^ k^ + <^08 /), 
/3 = (1 — eo8 p) co8^ k^ 4" ^^* P> 

y = (1 — C08p) C08^ A3 -f- COS p, 

aj -|- ^2 = 2 (1 ^ — cos p) cos k^. cos k^ , 
5j -|- ^2 = 2 (1 — cosp) cos A3, cos Aj , 
Cj -[- Cj ^ 2 (1 — cos p) cos Aj. cos A^ , 
Oj — a^ = 2sin p. cos Aj, 
\ — ftj = 2 Mw p. cos Aj, 
Ci — Cj == 2 wn p. cos A3 ; 

N. A. T. W. DL XX. 



I 



(-4) 



(1) 



terw:gl de matrix in {A), door te stellen 



co8p = a, \ 



(2) 



Hn p. COS k 

sin p. cos ^2 = c > 

sin p, cos k^ = dj 

den Yorm aannam , dien ik door Q{abcd) heb aangeduid , 
en waaraan ik den naam yan Quaternion-Matrix heb gege- 
yen, omdat zg werkelgk, met een b^komenden Tensor yer- 
eenigd , yan yier onderling onaf hankel^ke grootheden af hangt. 
Deze yorm is 



Q (a, b,c,d) = 



1 + a 

be 
1 + a 

bd 
1 + a 



+ a 



— e 



be 



1+a 
c» 

1 + a 
cd 

r+^ 



— d 



+ a 
+ ft 



bd 

1 + a 

cd 

d* 
1 + a 



+ c 



+ a 



• • 



(3) 



9* Uet geyondene kwam dan eensdeels op het yolgende 
neer. Door de yeryorming yan coordinaten , aangewezen door 
de yergel^kingen (-4) yeranderen de coordinaten (j?, y, z) yan 
een punt in {a\ y\ z') ; maar dezelfde yerandering ondergaan 
zig ook, wanneer men het coordinatenstelsel in negatieyen 
zin oyer een hoek p wentelt om een as, die door den oor- 
sprong gaat , en wier positieye richting met de positieye rich- 
tingen der coordinaten-assen de hoeken k^^ k^ en ^3 maakt 
respectieyel^k. Voor alle juistheid zgn de coordinaten-stelsels 
alleen zoo gekozen, dat daarin de wenteling om de positieye 
X-as, yan de positieye Y-as naar de positieye Z-as in posi- 
tieyen zin 90° bedraagt. 

3. Een kleine wgziging in opyatting der yergel^kingen 
{A) is nu de yolgende. Denkt men zich het eerste coordina- 
ten-stelsel OXYZ als boyen, maar yast, dan zal er og dit 
stelsel zoowel een punt P| aan te w^zen zgn met (^, y, z) 
tot coordinaten, als een punt Pj met {x\y\z) tot coordi- 
naten; maar men ziet 00k terstond in, dat de oorsprongs- 
yector Pj in den stand yan den oorsprongsyector P^ 
komt door, de wenteling om dezelfde as en oyer eenzelfden 
hoek als in 2 genoemd, maar in positieyen zin wentelende. 



Aldus opgevat kr^'gt de matrix Q (a, 6, c, d) in (3) de be- 
teekenis van wentelaar, eyenals Hamilton die legde in z^ne 
»eenheden" t, j en k als »quadrantal yersors" of wentelaarsx 
om hoeken van 90*^ om drie onderling loodrechte assen van 
een als boven opgezet coordinaten-stelsel. 

Noemen w^ {^jy^^) als bepalende den oorsprongsyector 
OPj, eyenals Hamilton a en {a\y\ z) eyenzoo b, dan geyen 
de yergel^kingen (A) sjmbolisch 

b = Q (a, ft, c, d) . a , (4) 

welke yergelflking dan zegt: 

De oorsprongsyector a komt in den 
stand yan den oorsprongsyector b door 
de wenteling aahgeduid door Q {a, bj Cj d). 

4. W^ komen nu gemakkel^k tot cQn yoorstelling yan 
de HAMiLTON'sche »eenheden" i, j en k, naar diens eigen 
bepaling. Zoo moet i beduiden een wenteling om de ^-as in 
positieyen zin oyer een hoek yan 90°; daaryoor hebben w^ 
alleen te stellen p = 90° = k^ = k^ en k^ = 0°. Gelgkt^dig 
worden a = 0, 6 = 1, c = en d = 0; dus komen wj ge- 
makkel^k , eyenzoo yoor j en k besluitende , tot de symbo- 
lische yergelgkingen 

f=Q(0, 1,0,0) = 



i=Q(0, 0,1,0) = 



*=Q(0,0,0, 1) = 
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(5) 



Men kan gemakkel^k inzien, dat de negentermige sym- 
bolen in den yorm yan matrices werkel^k de door i, j en 
k bedoelde standsyeranderingen te weeg brengen. 

5. Daar w^ yertrouwd zgn met matrices-yermenigyuldiging 
yinden wg nu eerst 
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(6) 



Onze matrix Q (a, b, c, d) laat ons voor dit geval in den 
steek, daar hier bl^kbaar sprake is van wentelin^en om 
hoeken van 180®, waarbg dus 1 -f- a = wordt. Evenwel 
verwgzende naar de formulen (1), krggen wg voor p = 180'' 
den volgenden vorm van den matrix, dieu wii Qt noemen, 
en die ons nog verder van nnt zal zgn: 



Q^ = 



cos 2 k^ 

2 cos £|. cos k^ 

2 cos k^. cos k^ 



2cos k^. cos k^ 

cos 2 k^ 

2 cos ^2* cos ^3 



2 cos k^. cosk^ 
2 cos ^2* <^os k^ 
cos 2 k^ 



(7) 



Reeds vroeger, zie Nieuw Archief voor Wiskunde, Deel 
XVII, Art. 20, ontmoetten wg denzelfden vorm van matrix 
voor een »spiegeling*' op den bol, en men ziet nu gemak- 
kelgk in , dat de voor t^, p en P gevonden matrices er mede 
overeenkomen , 'respectievelgk voor 

Aj = I , A, = J en 



*, = o 



Aj = A, = 90° 



*, = *, = 90' 



ki = k^ = 90" 



Deze nitkomsten waren te verwachten. 
•. Van meer belang, in zeker opzicht, z^n de Tolgende 
uitkomsten 



ij = jk = ki = 



(8) 



1 
10 
10 

Neemt men voor z, j en k de matrices (5) en bewerkt 
men ze op de afgesproken wgze, met inachtneming van de 
volgorde, dan kan men gemakkelgk de jaistheid bevestigen. 

Het is evenwel ook van belang in te zien, wat de matrix. 
Q (a, 6, c, d) voor dit geval wordt. Gemakkelgk vindt men 
dat deze den vorm 

Q ( — T » T 1 T 1 t) 

aanneemti en dat men te doen heeft met een wenteling 



om een hoek van 120^ om een as, die gel^ke hoeken 
maakt met de drie co5rdinaten-assen , das hoeken wier tan- 
gens |/2 is. 

De cinematica leert ons hetzelfde; maar hier is het langs 
stelkundigen weg, dat w^ tot dezelfde aitkomst geraken. 
Daarmede komen wg in str^d met de formalen van Hamilton 
en zijne yolgers, die if=k enz. noemen. 

7. Op geheel dezelfde w^ze wordt gevonden, en kan men 
door aanschouwing bevestigd zien, dat voor nieuw gerang- 
scbikte produkten weer nieuwe assen gevonden worden, 
zoodat men b^voorbeeld viudt 



J^ = 



kj= 



ik= 
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-I), 



i). 



4). 



(9) 



8. Gaat men verder nog over tot produkten van drie ma- 
trices, dan vinden w^ de eerst yerrassende aitkomsten 

kji=j, jik = tj ikj = k (10) 

In mgn vorig opstel t. a. p. Art. 19 en 20 bewees ik de 
stelling : 

Als een stelsel achtereenvolgens drie wentelingen 
Yolbrengt, aangewezen door de drie opvolgende z^den 
P Q , Q R en R P van een boldriehoek P Q R , is de 
eindstand dezelfde, als wanneer men het alleen om 
de as, aangewezen door hoekpunt P had gewenteld 
over een hoek die gel^k is aan het spherisch exces 
van driehoek PQR, 

Denkt men zich om den oorsprong als middelpunt een bol, 
die de positieye assen respectievelgk in de punten X, Y en 
Z ontmoet , dan is X Y Z een boldriehoek , waarvan het sphe- 
risch exces 90^ is, en de toepassing van genoemde stelling 
op dezen boldriehoek geeft terstond de formulen (10). 



9. Nog yindt men 
ij k = 



j ki = 



k ij = 
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= QT(A,=*3 = 45°,i, = 90<'),l 



= Q, (Aj = i, = 45 », *, = 90°), 



= Qir (A, = 90°, i, = *3 = 45°). 



(11) 



Gemakkel^k ziet men in, dat ook dit weer wentelingen 
om hoeken van 180^ zijn, als in 5 en dat wg dus tot den 
vorm (7) van den matrix worden verwezen; terwgl de assen 
dezer wentelingen respectievelgk in het Z X-, X Y- en Y Z- 
vlak liggen en daarin de hoeken tusschen de coordinaten-assen 
middendoordeelen. 

lO. Hit het voorgaande moge gebleken z^n, dat de sym- 
bolen z, j en k van Hamilton als »quadrantal versors" in 
stelkundigen vorm kunnen worden voorgesteld, maar dat de 
wetten van bewerking, waaraan zy z^n onderworpen, in de 
formulen (6) tot 11 gegeven, geheel anders uitvallen, dan 
uit de grondformule van Hamilton, namelgk 

i^ =j^ = P = ij k= — 1 , 
zou worden begrepen. 

Het komt mg daarom voor, dat men het wenschelyk zal 
achten, voor stelkundige ruimtebeschouwing of meet-reken- 
kunde een beter begrepen weg te volgen, dan dien, welke 
de theorie der quaternions ons aanbiedt. 



OVER DE ONDEELB ARE DEELERS VAN x--i^ 



DOOB 



N. L. W. A. GRAVELAAR. 



§ 1. Sedert de dagen van Pythagoeas (± 500 t. Chr.) 
bepaalde zich de constractie van de regelmatige in- en om- 
geschreven veelhoeken tot die met 2", 3.2", 5.2" en 15.2" 
zgden. 

In het begin dezer eeuw werd dit yraagstuk door Gauss 
(1777 — 1855) op stelkundig gebied overgebracht , die in 
zgn »Disquisitiones arithmeticae" (1801) de yerdeeling van 
den cirkelomtrek in n gelgke deelen afhankel^k maaktevan 
de oplossing der vergel^king 

En voor het geval, dat n ondeelbaar is, werd de oplossing 
van deze vergelgking door hem teruggebracht tot die van 
een vergelijking van den a®° , van den 6®^ , van den c®° , . . . 
graad , waar a , 6, c , . . . de ondeelbare getallen zgn , die 
n — 1 tot product geven. 

Is nu n = 2" + 1 , dus n — 1 = 2", dan zjjn de genoemde 
hulpvergelgkingen alle van den tweeden graad; de wortels 
er van bevatten dan geen andere onmeetbare uitdrakkingen 
dan vierkantswortels en kunnen dus met behnlp van passer 
en liniaal geconstrueerd worden; waaruit volgt, dat men 
den omtrek van een cirkel met behulp van passer 
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en liniaal in n gel^ke deelen kan verdeelen, 
zoodra n ondeelbaar en van den vorm 2'"-|-l is. 

Nu berast 6ai3ss' oplossing van bovengenoemde vergel^- 
king Yoor een belangr^k deel op de omstandigheid , dat de 
vorm a*"-^ + ,»**~"^ + a**^^ + , . . + ^^ + ,» + 1 ondeelbaar is. 
Vandaar, dat ook na Gauss de ondeelbaarheid van dien 
vorm een onderwerp van onderzoek is blflven uitmakeu ^): 

Arndt, Einfacher Beweis fiir die Irreductibilitat einer 
Gleichung in der Kreistheilung , in Gbellb's Journal , Bd. 56; 

Dederind , Beweis fiir die Irreductibilitat der Ereistheilungs- 
Gleichungen, in Crklle's Journal, Bd. 54; 

EisEiiSTEiN, Ueber die Irreductibilitat und einige andere 
Eigenschaften der Gleichung, von welcher die Theilung der 
ganzen Lemniscate abhangt, in Gbelle's Journal, Bd. 39; 

Eboneckeb, Beweis, dass fur jede Primzahl p die Glei- 
chung xP"^ + ...-[- 0? + 1 = irreductibel ist , in Gbelle's 
Journal, Bd. 29; 

Eboneckeb , Demonstration de Tirreductibilit^ de Tequatioa 
x*^~^ +...+^-[-l:=0, oil n designe un nombre premier , 
in Liouville's Journal, 2® serie, T. 1; 

Ebonecksb , M^moire sur les facteurs irreductibles de I'equa- 
tion ^**=1, in Liouville's Journal, 2* serie, T. 19; 

Lebbsgue, Demonstration de Tirr^ductibilite de Tequation 
aux racines primitives de T unite, in Liouyillb's Journal, 
2« serie, T. 4; 

Sebbet, Sur une question de theorie des nombres, in 
Liouville's Journal, 2* s^rie, T. 15; 

Sghoenekann, Theorie der hdheren Gongruenzen, § 50. 

B^ hun onderzoek hebben zich Abnot, Dedbkind en Le- 
bbsgue niet bepaald tot den vorm i»*-i-|-^*-2_|_^n— 3_|_^ ^^_|_ 

07^ -|- ^ -h 1 , maar de ondeelbaarheid aangetoond van den 
meer algemeenen vorm 

(:g^-- l).n(^*'^g — 1) 

n (af-p — 1) . n {af'-'Pir _„ 1) ' 

die, ingeval n ondeelbaar is, eerstgenoemden als een b^zon- 
der geval omvat. 



1) Verg. Bachmann, Die Lehre von der Kreistheilong. 



Het is de ondeelbaarheid van dezen algemeenen vorm, die 
ik m^ Yoorstel hier te bew^zen, waarb^ m^ Abndt's ge- 
dachtengang tot voorbeeld zal dienen. 

§ 2. Een geheele vorm met geheele coefficienten , die niet 
in factoren van dezelfde gedaante ontboudeu kan worden, 
en waarvan de coefficienten geen dealer grooter dan e^n ge- 
meen hebben, beet ondeelbaar; anders deelbaar. 

Elke deelbare vorm kan in ^n en niet meer dan ^en stel 
ondeelbare factoren, de factor ^en niet medegerekend , ont- 
bonden worden. Vandaar, dat men van »de" ondeelbare 
factoren van een deelbaren vorm kan spreken , en dus de on- 
deelbare factoren van een vorm in een veelvoud van dien 
vorm voorkomen met exponenten, die minstens even groot 
z^n. W^ zuUen ons uitsluitend bezig houden met de ondeel- 
bare factoren van de vormen 

Yooreerst kan men opmerken , dat geen dezer vormen een 
zelfden ondeelbaren factor meermalen bevat ; want elke vorm 
is onderling ondeelbaar met z^n afgeleide. 

Z^n verder r, «, ^, ... de resten, die men b^ het zoe- 
ken van den grootsten gemeenen deeler van £ en Z over- 
houdt , dan zign x* — 1 , ^ — 1 , x^ — 1 , ... de resten , die 
men b^ het zoeken Tan den grootsten gemeenen deeler van 
af" — 1 en x^ — ^^ 1 overhoudt. Is das d de grootste gemeene 
deeler van X; en Z , dan is ^ — 1 de grootste gemeene deeler 
van or* — 1 en ^' — 1. 

Hieruit volgt , dat de ondeelbare factoren , die ^ — 1 ge- 
meen heeft met een der voorafgaande vormen ,»— 1, o?^ — 1, 
. . . , ^-^ — 1 en ^**~"^ — 1 , alle gevonden worden in die 
vormen a^ — 1 , waarvan de exponent d kleiner dan n en 
een deeler van n is Omgekeerd koraen \t^ ar — 1 alle ondeel- 
bare factoren voor , die gevonden worden in die vormen a^ — 1 , 
waarvan de exponent d kleiner dan n en een deeler van n is. 

Laat men uit ^ — 1 de verschillende ondeelbare factoren 



1) De eigenschappen der deelbaarheid van geheele vormen met geheele coeffi- 
cienten Wndt men aitvoerig behandeld in ons Leerboek der Algebra. 
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weg , die men aantreft in de vormen a^ — 1 , waarvan de 
exponent d kleiner dan n en een deeler van n is, danbevat 
de factor, dien men overhoudt, dus geen der ondeelbare 
factoren meer , die in een der voorafgaande Tormen x — 1 , 
x^ — 1 , . . . ^"~^ — 1 en ^-1 — 1 geTonden worden. 

En daar , zooals beneden zal bl^ken , de overbl^vende 
factor ondeelbaar is, mag men dus besluiten, dat bg ont- 
binding Tan de vormen 

X *"■" X , X ^~~ X , «2/ ^~" X , X "■'^ X , • • • 

1) elke Torm ce^ — 1 ^€u ondeelbaren factor op- 
levert, die niet in een der voorafgaande vormen 
X — 1, «* — 1, . . . a?^^ — 1 en aS^^ — 1 wordt aan- 
getroffen, en die dus ondubbelzinnig met F. 
kan worden aangeduid; 

2) dat de ondeelbare factoren F, waarvan de 
indices de deelers van n z^n, de deelers 1 en n 
medegerekend, b^ vermenigvuldiging ^ — 1 tot 
product geven. 

Men vindt achtereenvolgens 
F, =.r— I 
F, =x^\ 
F3 =^» + ^+l 
F, =^»+l 



Fj =«« + a!» + «» + ar+l 
F, =aT» — jj+l 

n =«♦ + ! 

F, =«« + «3 4-l 

Fio = «« — jj» 4- jr» — ar + 1 
F,i=«" + a!« + ji!« + .,.+ar*+a!+l 
F,j = a!« — «»+l 
F„ = a!" + jr" + «»'> + ...+«»+^+l 

Fi, = «« — «5 4-^,4 _;cS^^i_ ^_|_l 

F,5 = JB* - j!» + ar» - ar« + «» - « -I- 1 



F,Fj = «»— 1 
F,F, = «» — 1 
F,FjF4=ar* — 1 

FjF5=4T*— 1 

FjF, = «' — 1 
V^V^V^ = a? — \ 
F,F„=^"-1^^^ 



§ 3. Wg zullen thans de algemeene gedaante van den 
ondeelbaren vorm F. bepalen. 
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In het b^zonder is b^roorbeeld 
^ - 1= ^, V,V^V,= F, V,V, . V, = ix* - 1). F., 
dus 

F, = (j;«-l):(^*_l); 

4T»» _ 1 = V, V,r, F,, , dus (^w _ 1) . F, = F, F, . Fi V, . F,., 

of 

(^» _ 1) (^ _ 1) = (^s _ 1) (^* _ 1) . F,„ 



dus 



dus 

of 

dus 



^io = (^io - 1)(^- 1) : (^ - \){x^ - 1); 

^12 1 = M va ^3 '^ MB '^a 1 



(a?i2 1) • »^i ►2 ^i ►2 ^3 *^e • M ^2 ^4 • Ml 

(.T*^-1)(.T^-1)=(^«-1)(^*-1).F,,, 



^12 = (^'' - 1) (^' - 1) : {^' - 1) (^* - 1). 
Cm tot een algemeene formule te geraken, beginnen w^ 

met een hulpstelling uit de getalleer ^). 

Z^n p, 9, r, «, . . . de 772 verschillende ondeel- 

bare factoren, die n bevat, en vereenigt men: 

in groep CI) de deelers van w; 

in groep C^*), rj 1 de deelers van n:p\ 

rij 2 de deelers van n:q\ 



samen m r^en; 
in groep C^), rg 1 de deelers van n:pq\ 

rig 2 de deelers van n:pr\ 



m{m — 1) .. 
samen — \ — - — - rnen; 
1.2 -^ ' 



in groep C^), rg 1 de deelers van n:pqr\ 

rg 2 de deelers van n\pq8\ 



m(m — 1) (m — 2) .. 
samen — ^ — ^ 2 Z rijen; 



in groep (m + l) de deelers van nlpqrs.,.; 



1) Verg. Bachuann, Die Lehre vob der Kreistheilung. 
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dan komt elke daeler van n in de gezamenl^ke 
groepen Tan oneven rang even dikw^ls voor als 
in de gezamenl^ke groepen van even rang, met 
uitzondering van n zelf, die slechts ^enmaal in 
groep (1) voorkomt. 

Een deeler d van n, die kleiner dan n is, bevat minstens 
een der ondeelbare factoren p , ^ , r , ^ , . . . van n minder 
vaak dan n zelf. Z^ I het aantaJ der ondeelbare factoren 
Pi 9} ^) ^f •••) die in (2 minder vaak voorkomen dan in 
n, dan treft men d telkens e^nmaal aan in groep (l), in I 

rgen van groep (18), in -^j — ^— ^ rgen van groep (3), in 



1.2.3 



rigen van groep (4) , enz. ; d wordt dus in 



de gezamenl^ke groepen van oneven rang 1 + —^ — ^ + • • • 
maal en in de gezamenl^ke groepen van even rang 

I -|- ~^^ — 1 — s^ + • • • T^^ gevonden. 

Nu is 

o=(i-i).= .-,+'-i^)- '('-'H'-^) ^..., 

dus 

. , Hi-i) I _, , Z(^-l)(Z-2) 

De deeler d komt dus inderdaad in de gezamenl^ke groe- 
pen van oneven rang even dikw^ls voor als in de gezamen- 
Igke groepen van even rang. 

En daar n zelf blgkbaar slechts ^enmaal en wel in groep 
(l) wordt aangetroffen, zal men dus n zelf overhoudeu, als 
men de getallen, die zoowel in de groepen van oneven als in 
die van even rang voorkomen , tegen elkander laat wegvallen. 

Vervangt men nu in de groepen (l), (2), (3), (4), ... (m + 1) 
elk getal k door den overeenkomstigen ondeelbaren vorm F* 
en laat men daarna de vormen , die zoowel in de groepen van 
oneven als in die van even rang voorkomen , tegen elkander 
wegvallen, dan houdt men dus ook den vorm F, over; 
waaruit bl^kt, dat de ondeelbare vorm F, het quotient is, 
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dat men vindt, als men het product der ondeelbare vormen 
in de groepen van oneven rang dealt door het product van 
de ondeelbare vormen in de groepen van even rang. 

Nu is yolgens § 2 het product van de ondeelbare vormen 
in groep (1) = jj" — 1; in groep (2), rg l=a^ p —l^ rg 
2 = a?* = « — 1, ...; in groep (3), rij 1=^ = p« — 1, rg 
2^=af'f — 1 , . . . enz. 

De ondeelbare vorm V^ is dus 

__ {x*— l).n{af'^f9 — l). ... 

"" n{af f" — l).U{af'''P^' — !)• •••' 

waar bgvoorbeeld 11 (^"=^**" — 1) het product voor- 

stelt van de factoren, die men krggt, als men 

in den exponent van x den deeler veryangt door 

. , J m (m — 1) (w — 2) , , - 

leder der — ^^ — = — ^f-^ producten van telkens 

1 • ^ . o 

drie der ondeelbare factoren p, q^ r, «, ... van n. 

Zoo is 

^ ~ (^2 — 1) (a»^'-^ — 1) (a»^'-'^ — 1) . (^8^ *2 _ 1) — 
= x"^ + ^" — ^^» — ^^« + ^" — ^« — ^« + 0?^ + 1 . 
Uit de gegeven formule blgkt: 

1) dat F. van den graad 

Ji^ p Ji^pq J^pqr 

is; met andere woorden, dat de graad van F, overeenstemt 
met het aantal der getallen 1, 2, 3 , . • • n, die onderling 
ondeelbaar zgn met n; 

2) dat deeltal en deeler in V^ (v66r de ontwikkeling) 
ieder uit 

^ , m (w — 1) , . m(m — 1) (m — 2) , _ . 

factoren bestaan; 

3) dat elke twee termen in F, , die even ver van de uiter- 
ste termen verwgderd zgn, denzelfden coefficient hebben, 
daar men blgkbaar een vorm krggt , die bg verwisseling van 
X en y niet verandert, wanneer men in F, (v66r de ont- 
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wikkeling) x door x\y vervangt en vervolgens door verme- 
nigvuldiging met de cp (n)^-macht van y de noemers uit de 
factoren in deeltal en deeler verdr^ft; 

4) dat in het b^zonder de coefficienten der uiterste ter- 
men in F, = 1 zjn ; 

5) dat de som der coefficienten in F, = 

n I i„ w „ n 

w .n — . . . . : n - . n 



pq \ \ P pqT 
is, zooals blgkt, wanneer men de 2*»"-^ factoren x — 1, die 
zoowel in het deeltal als in den deeler van F, (v66r de 
ontwikkeling) gevonden worden, tegen elkander laat weg- 
vallen, en daarb^ opmerkt , dat a^ — 1 b^ deeling door x — 1 
een som van h termen oplevert, die ieder een tot coefficient 
hebben, — en dat dus de som der coefficienten in F, = /> 
is , als n slechts den ondeelbaren factor /> bevat , en = 1 , 
als er in n verschillende ondeelbare factoren voorkomen. 

[NB. Bovenstaande opmerkingen gelden slechts 
ten deele voor F^, die niet in de algemeene formule 
voor F, begrepen is.] 
Eindel^k moeten wg voor F, uit de gevonden formule 
nog een andere afleiden, die ons in het vervolg gewichtige 
diensten zal bewjzen; daarb^ duiden wg met F, (.»*) het 
resultaat der substitutie van .r* voor x in F, aan. 
Is n=/)% dan vindt men 

x^ — \ _ V^ (xP^) 

Is n=p^q^ r^ 8*^ . . . ^ en merkt men op , dat de verbindin- 
gen k aan k van p, q, r, «, ... in twee groepen vereenigd 
kunnen worden, waarvan de eene de verbindingen k aan k 
van qy Tj 8y . . . bevat , en de andere de verbindingen k — 1 
aan k — 1 van q, r, « , . . . , ieder vermeerderd met een 
element />, dan vindt men 

n{x''P—l) = n{x'''^ — l).{xp — l), 

u {of P9 — I) = u (of" 9^ — i).n(^^«— 1), 
n (af'p^' — 1) = n {x^-9'' — 1) . n {xl-^'' — l), 

waar de productenteekens betrekking hebben aan den linker- 
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kant Of p, q, r, s, ... en aan den rechterkant oip q, r, s, . . , . 
Hieruit rolgt , dat V, geschreyen kan worden in den Torm 

(«- — l).n(ar"=«'— 1).... . n(a?r« -l).n(«; «" — 1).... 



n(^«-i).n («-=«" -I)....- (;,?_i).n (J "-!).... ' 

Nu levert zoowel het deeltal ah de deeler van dit quo- 
tient den ondeelbaren vorm met den index q^ r^ s^ , . .= 



n 



= n:p^ = —:p^^^ op, als men de exponenten in het deel- 
tal door p* en in den deeler door p"""^ deelt; deeltal en 
deeler z^n dus respectievel^k het resultaat der substitutie van 
arP" en x^~' voor a in Vn,pa^ zoodat voor n=p''g^r^8^.,. 

is, een formule, die voor n=^p^ 

F. = F, (;r^) : F, (^-) 
als b^zonder geval omvat. 

Volgens deze formule laat zich F, voor een gegeven 
waarde van n het gemakkelgkst bepalen. Om b^voorbeeld 
^126000 *® vinden , zou men , daar 126000 = 2* . 3^ . 5^ . 7 = 
= 16 . 9 . 125 . 7 is, achtereenvolgens moeten ontwikkelen 

F,e = F, (^i") : F, {^) , 

*i80oo = Fj44 (o? ^) : Fj44 (a? ), 

M 26000 ^^ ''^18000 v^ ) ' ''^laooo W* 

§ 4. Het bew^s der ondeelbaarheid van F. , waartoe w^ 
thans kunnen overgaan, berust op de bulpstelling : 

Als men in den vorm 

?7== ^« — aj ^«-i + flj af-^ — ...(— 1)« a^ 
met gebeele coefficienten a beurtelings ver- 
vangt door 

«i ^ ^; «2 '^ ^; ^3 ^ •» 5 ... XpaV^ a, 
waar p een ondeelbaar getal voorstelt en «j, a^j 
«3,... Xpa de p^^-machtswortels van een zgn, dan 
is het product van de uitkomsten, die men ver- 
krggt = 

± ?7+een />-voud, 
dat wil zeggen plus een geheelen vorm met ge- 



1 
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heele coefficienten, die alle deelbaar z^n door/?. 
Laat U ontbonden kunnen worden in 

\X — X^) yX X^) \X X^) . ^ , yX — — Xfn) ^ 

waar x^^ x^^ ^3, ... x^ willekeurige getallen z^n ^)i dan is 

U-t ^^ i^ Xl f €*» IJ^ ^ rt/| Xa • (Zn »• U/| M/« rf?9 • • • a 

i*fH ■ «*/| U/» M/Q ... XfH* 

Evenzoo is, als men kortheidshalve p^ met k aanduidt en 
in aanmerking neemt, dat de X^-machtswortels van ^^n de 
wortels zfln van de vergel^king a^ — 1 = 0, 
2 «, = 2 «i «2 = 2 «j «2 «3 = ... = ; «j tffj «3 ... Kj^ = ( — 1)*~^. 

Is nu \!>^x een naar willekeur te kiezen A®-machtswortel 
van ^, die evenwel in den loop van bet onderzoek dezelfde 
blgft, en yeryangt men x in 

U ={x — x^){x — x^ {x — x^) . . ,{x — Xn) 
benrtelings door 

h k h h 

«i V^«; a^ly^x] ct^V^x\ ... »kV^Xf 
dan yindt men voor bet product der nitkomsten, die men 
verkrggt , 

k h k 

(«i X^x — x^ («i V^x — ^2) • • • (^1 ^^ — ^«) ^ 

h k k 

k k k 
(«» l^X X^) («j \y^x — X^ . . . («j X^X Xn) , 

of, de factoren anders rangscbikkende , 

k k k 

(«1 X^X Xy) («2 V^«2? ^,) . . . («j V^^ Xy) X 

ft ft ft 

(«i V^^ — ar^) («2 ^^ — ^2) • • • (** ^^ — ^2) ^ 

ft ft ft 

(«i V^;j? — 0?^) («2 X^x — Xn).. . {»k X^x — -a?«). 



1) Men lette op hot ondencheid tnsschen de ontbinding van een geheelen 
Yorm met geheele coSfficienten in ondeelbare factoren en de ontbinding van een 
geheelen vorm in » b|jvoorbeeid met willekearige coeflicienten in factoren van 
den vorm » — »y, waar s^ een willekearig getal voorstelt. Zoo kan de ondeel- 
bare vorm ** -|- 6 a? + 4 ontbonden worden in (jr -|- 3 -|- V^6) (*• + 8 — V^6) 
en de ondeelbare vorm **+ar + l in (* + t + tV^— 3) (af + J — \ X^ — 8). 

Elk dezer ontbindingen levert ^n en niet meer dan ^n stel factoren op. 
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Nu is met het oog op de formnles 

afgezien Tan den factor ( — 1)*-^ , het product der factoren 
in de 1® t^ =x — a?/, in de 2® rij =x — a?/, ... in de 
m^ rg =x — .»»,*» dus het product van alle factoren 

= (- ir ^*~^> (^ - ^/) (.^ - ^2*) (^ - ^3*) . . . (.^^ - ^«.*). 

Zooals te verwachten was , verdw^nen de X;^-machtsworteIs 
van ^en uit dit product, dat b^ ontwikkeling 

±{ar — Ai oT-^ + A^ af^^ _...(_!)« A„,) 
oplevert, waar 

^cLi ^^ ^ ftP| M '^x-o ■"*" *i*«*'| «/« > ^^3 ^^ 1 2 ^ > • • • 

J «•*/*.*«.* «.* 

■^i» — ••'i ^2 ^3 • • • ^» • 

is. 

Om nu te bew^zen, dat men heeft 
± {af^ — A^ af^-^ + A^ aT"^ — ...(— I)"* A^) = ± Z7+ een 
/)-voud, zooals in de hulpstelling beweerd wordt, drukken 
wg de coeflScienten A^^ A^, A^,...A^ volgens Waking's 
methode ') in de coe£Scienten a^, a^f 03, . . .a,„ uit entoonen 
aan, dat elke twee coefficienten met denzelfden index een 
/)-voud verschillen. 

Nemen wg de coefficienten 

Yolgens de formule 

(waarin de som der exponenten in elken term = £ en P^ 
bgvoorbeeld = 1 . 2 . 3 . . . u is) , levert (2 x^ x^ x^^ bg ont- 
wikkeling, behalve den term 'Lx^^x^x^^^ uitsluitend termen 
op, waarvan de coefficienten deelbaar zijn door p. 
Zoo bgvoorbeeld de coefficient 

Pk 

Pp p ^*** ^1 '*^2 -^s "^4 •'^s •*^e •*^7 ^a^ ^9 • 

Yooreerst komt elk ondeelbaar getal in den teller Pj, minstens 
even dikwgls voor als in den noemer P^.Pv Pwi daar 



1) Zie Sebret, Cours d'Alg^bre sap^rieure. 

N. A. V. W. Dl XX. 2 
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u-^v-]- w = k is en er due in den teller minstens evenveel 
factoren gevonden worden, die een willekearige macht van 
dit ondeelbare getal bevatten , als in den noemer , — waaruit 
volgt dat de coefficient Pui Pu>Pv* P%d een geheel getal is. 

Yerder treft men in bet b^zonder bet ondeelbare getal p 
in den teller Pk minstens ^enmaal vaker aan dan in den 
noemer Pu*PvP%di daar er in den teller een factor gevon- 
den wordt, die deelbaar is door />^, namelgk k^=^p^^ en in 
den noemer geeu enkele, — waaruit volgt, dat de coefficient 
Pk". Pu*Pv Pw deelbaar is door p, 

Hierait bl^kt , dat (Z x^ x^ x^^ = 2 a:/ x^^ x^^ is plus de 
som van eenige symmetrische functies van x^^ x^j ^39 •••^mi 
waarin de exponenten kleiner dan k z^n, en die ieder een 
P'Yond tot coefficient hebben; en dat dus 2 a?j*a?2*a?3* = 
= (S a?, x^ x^Y is plus p*maal de som van eenige symmetri- 
scbe functies van x^^ x^, x^^ . , , x^^ waarin de exponenten 
kleiner dan k z^n, en die ieder een geheelen coefficient 
hebben. 

Ieder van deze symmetrische functies kan op haar beurt 
op soortgel^ke wgze uitgedrukt worden in een som van 
producten van symmetrische functies met kleiner exponen- 
ten en geheele coefficienten, enz. Zoo voortgaande vindt 
men ten slotte: J^ x^^ x^^ x^*" = {Z x^ x^ x^Y -\- p-msLsA een som 
van producten van de symmetrische functies Sar^; T^x^x^; 
'E x^ x^x^] . , .Xj^ x^x^ . . .Xjny ieder product voorzien van een 
geheelen coefficient; met andere woorden 
A^ = ^3* + p-maal een geheelen vorm in a^, a^ , ^3 , . • . a^ 
met geheele coefficienten. 

En daar a^ , a^ , ^3 , . . . a,„ volgens de onderstelling ge- 
heele getallen z^n, is dus 

A^ = ^3* + een p-voud. 

Nu volgt voor een willekeurige geheele waarde van a^ 
uit het theorema van Febmat onmiddell^k 

a^p = a^-\- een />-voud , 

dus 

a^pp = a^p -|- een /)-voud 
==03-}- eeii />-voud , 
dus 
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a3"' = «3'+ ®®^ /?-voud 
= a^^ een p-voud, 



dus 

aj* dat is aj'* = 03 -[- een /)-voud , 
en 00k 

A^ = Oj* + een p-voud 
== flg 4" een ;>-voud. 
De coefficienten A^, A^^ A^, . . , Jl^ verschillen dus vande 
coefficienten a^^ a^j ^3 , . . . a^ met dezelfde indices telkens 
een />-YOud, zoodat inderdaad 

± {x^ — A^ af^^ + A^ x^-^ — .•.(— !)«» A^) = 
_± (a?«» — aj a?*^^ + <^2 ^"^ — ...(— 1)"* a«) + 
-|-p-maal een geheelen vorm in x met geheele coefficienten 
is. 

§ 5. Aangenomen, dat Fj, F^, F3, . . . F«_3 en F,j_i on- 
deelbaar z^'n, kunnen w^ thans indirect bew^zen, dat 00k 
F, ondeelbaar zal wezen. 

Zg weer n=/>*g'*r^«^. . . en laat F, in twee geheele 
factoren U^ en U^ met geheele coefficienten ontbonden kun- 
nen worden, dan zijn volgens § 2 deze factoren niet deel- 
baar door een der ondeelbare vormen Fj, F^, F3, ... F«_2 
en F^i. 

Verder is volgens § 3 

F. = V,.,,a (x^) : V,,^ (a?'--) =U,.U,, 
dus 

Vervangt men in deze formule x beurtelings door 

a a a a 

«j i^a?; «2 }^a?; a^ V^x; . . . »pa V^x ^ 

waar at, , ^^ , ^3 , . . . «^o weer de p**-machtswortels van e^n 
voorstellen , en vermenigvuldigt men de komende gel^kheden, 
dan kriggt men aan de linkerhand, daar x'^" telkens in x 
overgaat, de /)*®-macht van Vn:pa, en aan de rechterhand 
volgens § 4 een product van drie geheele vormen met ge- 
heele coefficienten 9 te weten 

± [7j 4- een p-voud , 
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±£72 + een p-voud , 
± F„:pa(a?''*~*) + een />-voud. 

Nu is volgens de onderstelling F^.^a een ondeelbare vorm ; 
het product van de drie factoren aan de rechterhand kan 
dus in p^ ondeelbare factoren F«.^ ontbonden worden. En 
daar de ontbinding Tan een deelbaren vorm een en niet meer 
dan een stel ondeelbare factoren oplevert, is ieder van de 
drie factoren aan de rechterhand dus een macht van V^,^^ 
in het b^zonder 

± £/j + een p-voud = ( F«.^)s , 
±1/2 + een p-voud = ( V^.^a^^x. 
Hieruit volgt: 

i/i = ± ( Fn.p«)S + een />-voud , 
iTj = ± ( Fn :,«)*« + een />-voud , 
dus 

F«= £/^ . i72 = een veelvoud van Vn,pa-\'Q^n j9^-voud. 

En dit />^-voud kan niet gelgk zgn , daar F^ niet deel- 
baar is door den voorafgaanden ondeelbaren vorm F„,^«. 

Als F» deelbaar is, dan zal dus volgens deze redeneering 
de rest der deeling van F, door F».^^ een geheele vorm 
wezen met geheele coefficienten, die alle deelbaar z^n door />^. 

Nu levert volgens § 2 het product van F,, 00k wanneer 
F, deelbaar is, met de ondeelbare vormen, waarvan de in* 
dices de deelers van n z^n (de deeler n zelf thans niet mede- 
gerekend) bg ontwikkeling a?» — 1 op; evenzoo is sf'-f — 1 
het product van de ondeelbare vormen, waarvan de indices 
de deelers van n : p zgn* 

Omdat de deelers van n : p onder die van n worden aan- 
getroffen , zal het quotient der opgaande deeling van or* — ] 
door a?*=^ — 1 , te weten 

een veelvoud van F, wezen en als zoodanig, evenals F, 
zelf, bg deeling door F„.p« een />^-voud tot rest overlaten, 
aangenomen, dat F. een deelbare vorm is. 
Maar 

laat bg deeling door x'^'f — 1, dus ook bij deeling door 



a:? 
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Vn:pa, dat GCD dcoler van x^'P — 1 is, geen p^-voud maar 
p tot rest, zooals onmiddell^k bl^kt, wanneer men de dee- 
ling door 0?**=^ — 1 werkelgk uitvoert. 

Dienvolgens vervalt de onderstelling , dat F, in geheele 

factoren met geheele coefficienten ontbonden kan worden. 

A Is Fj, Fjj, F3, . . . Vn-Q en Vn^i ondeelbaar zgn, 

dan is dus ook F, ondeelbaar. Nu is Fj=a7 — 1 

ondeelbaar, das ook F2, dus ook F3,..., dus ook 

F,, waarmede de stelling bewezen is. 

§ 6. Hoewel ons onderzoek hiermede als afgeloopen kan 
worden beschouwd , willen wg ten slotte nog aantoonen , dat 
de wortels van de vergelijking F, = de primitieve n®- 
machtawortels van 44n zijn, met andere woorden dat de 
wortels van de vergel:gking F» = voldoen aan de verge- 
liking ;p* — 1 = 0, maar niet aan een vergeligking van de- 
zelfde gedaante , waarin de exponent van a^ kleiner dan n is. 
Vooreerst voldoen alle wortels van de vergelgking F» = 
aan de vergeligking a?" — 1 = 0, daar Vn een deeler van 
a?" — 1 is. 

Verder is F» onderling ondeelbaar met elken vorm of — 1, 
waarin w < n is ; want de ondeelbare factoren van a^ — 1 
zgn dan volgens § 2 alle verschillend van F,. Voor den groot- 
sten gemeenen deeler van F« en a:'" — 1 zal men dus op de 
gewone wigze door deeling e^n vinden. Hadden de vergelij- 
kingen F, = en ^r" — 1 = nu een wortel a?j gemeen , 
dan zouden voor x = x^ bl^kbaar niet alleen F» en a?" — 1 
de waarde nul aannemen, maar ook alle resten^ die er b^ 
het zoeken van den grootsten gemeenen deeler overblijven, 
iu het b^zonder ook de grootste gemeene deeler een zelf. 
En daar dit onmogelgk is, voldoet geeu der wortels van de 
vergelijking F, = aan een vergelgking a?" — 1 = 0, waarin 
m <Cn is. 

En hiermede is de waarheid van de uitgesproken bewering 
aangetoond. 

Men kan evenwel ook rechtstreeks bewezen , dat het eerste 
lid van de vergelgking, die de primitieve n^-machtswortels 
van ^en tot wortels heeft, van den vorm F, is. 
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Om dit doel te bereiken , stellen w^ 

2^ , . . 2t. 
a = co8 — 4-i8tn — ; 
n ' n 

dan zgn «S «^, «^, . . . «**~^ en «* de wortels van de ver- 

gel^king of" — 1 = 0, met andere woorden de w®-machts- 

wortels van e^n ; want vooreerst is («*)** = («*)* = 1 en ver- 

der z^n a^' en a^" dan en dan alleen gel^k, als k' en k" 

een w-voud verschillen. 

Nu is een macht van a nooit anders = 1 , dan wanneer 
de exponent dier macht een veelvoud van n is. Zal («*)"* = 
= «*** = ! zgn, dan is het dus noodig en voldoende, dat 
de exponent km een n-voud z^. 

Zgn k<in en n onderling ondeelbaar, dan ia km alleen 
voor w = w, 2n,3n,... een w-voad , zoodat de exponent 
der laagste macht van a^j die e^n oplevert, in dit geval 
= n is. 

Zign k <in en n onderling deelbaar en stelt cZ > 1 hun 
grootsten gemeenen deeler voor, dan ia km alleen voor 

w = -= , -J- i T > • • • ®®^ w-voud , zoodat de exponent der 
a a a 

laagste macht van »^^ die ^en oplevert, in dit geval =-7 

d 

en dus <n is. 

Zal een wortel «* van de vergelgking a?* — 1 = niet 
voldoen aan een vergelgking ar" — 1 = 0, waarin m<^n is , 
— zal met andere woorden «* een primitieve w®-machtswortel 
van 66n z^n, — dan is het dus noodig en voldoende, dat 
k onderling ondeelbaar z^ met n. 

Worden de getallen van 1 tot n, die onderling 
ondeelbaar z^n met n, aangeduid met de letters 
e, /, g, A,..., dan zgn dus »% a^, a^, »\.,, deprimi- 
tieve n®-machtswortels van e^n. 

Het eerste lid van de vergelgking, die de primitieve w®- 
machtswortels van een tot wortels heeft, is dus 

(x — «0 (^ — ^0 (^ — «0 (^ — a*) ... . 
En dit product kan men tot den vorm F» herleiden door 
toepassing van een hulpstelling uit de getalleer, die zeer 
veel overeenkomst vertoont met die van § 3. Z^ luidt : 
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Zgn/>, 9) r, 8j . . . de m yerschillende ondeelbare 
factoren, die n beyat, en yereenigt men: 
in groep (l), de getallen 1, 2, ... n; 
in groep (2), r^ 1 de p-youden onder de getallen 

1, 2, . . . n; 

r^ 2 de g-youden onder de getallen 

1, 2, • . • n'y 

samen m r^ en; 
in groep (3), r^ 1 de p^-youden onder de getallen 

If 2| • • • 9t ; 

r^ 2 de pr-youden onder de getallen 
1, 2, . . . n; 

m(m — 1) .. 
samen — ^^ — ^ — - rgen; 

1 • A 

in groep (4)^ r^ 1 dep^r-youden onder de getallen 

1, 2, .. . n; 

rg 2 de p^^-youden onder de getallen 
1, 2, • • • n; 



same 



m(m — l)(fn — 2) .. 

1.2.3 -'5^°' 



in groep C™ + 1!) de /> y ra . . .-youden onder de 
getallen 1, 2, ...n; 

dan komt ieder yan de getallen 1, 2,... n, dat 
onderling deeibaar is met n in de gezamenl^ke 
groepen yan oneyen rang eyen dikw^ls yoor 
als in de gezamenlijke groepen yan eyen rang; 
daarentegen wordt ieder yan de getallen 1, 2,... 
n, dat onderling ondeelbaar is met n, slechts 
e^nmaal in groep (1) aangetroffen. 

Een getal d, dat niet grooter dan en onderling deeibaar 
met n is , beyat minstens een der ondeelbare factoren p, q^ 
r, 8, . . . yan n. Z^ I het aantal der ondeelbare factoren 
Pj ?9 ^f ^f • • • ) die in d yoorkomen , dan treft men d telkens 
e^nmaal aan in groep Cl), in I rgen yan groep C^"), in 
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1(1-1) .. r^^ . Z(Z-l)(Z-2) .. 

groep C4:), enz. ; d wordt dus in de gezamenl^ke groepen van 
oneven rang 1 + -^ — q-^ + . . . maal en in de gezamenlyke 

Z(Z„1)(Z^2) , - 

groepen van even rang / H = — ^-^^-^ + • • • maal ge- 

vonden. 
En daar 

IJl-l) _ l(l-l)(_l-2) 

l+-jy2~ + ^+ 17273 +••• 

is, komt d dus inderdaad in de gezamenl^ke groepen van 
oneven rang even dikw^ls voor als in de gezamenlgke groepen 
van e^en rang. 

Omdat verder ieder van de getallen 1 , 2 , . . . n , dat 
onderling ondeelbaar is met n, bl^kbaar slechts ^enniaal en 
wel in groep ClJ wordt aangetroflfen , zal men dus de getallen 
van 1 tot 72, die onderling ondeelbaar z^n met rz, over- 
houden, als men de getallen ^ die zoowel in de groepen van 
oneven als in die van even rang voorkomen, tegen elkander 
laat wegvallen. 

[In het voorb^gaan zi] opgemerkt , dat volgens de 
bewezen stelling het aantal der getallen 1, 2, . . . n, 
die onderling ondeelbaar z^n met n, 

«-y2-+y"--y"— +••• 

bedraagt, daar er in groep C13 n ; in groep (2), rg 1 
-, ri| 2 -, . . . ; in groep C3), rij 1 — , rij 2 



getallen gevonden worden.] 
Vervangt men nu in de groepen Cl)^ C^iy C*), C^i:)^ ...Cm+l!) 

elk getal k door den overeenkomstige factor a? — «* en laat 
men daarna de factoren, die zoowel in de groepen van on- 
even als in die van even rang voorkomen, tegen elkander 
wegvallen , dan houdt me;i dus ook de factoren a? — a*, 
Of — a/, X — ^, X — <»*,... over, die beantwoorden aan de 
getallen e^ /, ^9 A, . . . van 1 tot n , die onderling ondeelbaar 
zgn met n; waaruit bl^kt, dat {x — »') (x — of) (x — »^) 
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(x — a*) . . . het quotient is , dat men vindt , als men het 
product der factoren in de groepen van oneven rang deelt 
door het product der factoren in de groepen van even rang. 
In groep CD vindt men de factoren 

Nu zgn ct^, »^^ ^^, . . . a" de wortels van de vergelgking 
ai* — 1 = 0; het product der factoren in groep Cl) is dus 

In groep (2), rg 1 vindt men de factoren 

X — a^, a? — »^Pj X — x^Pj . . . X — »(«=i')p. 
Stelt men 

^ 25r , . . 2t 

P = C08 -t* 1 8in , 

nip nip 

dan is 

a^ = j8, (t^p = l3\ »^p = (i\... otS^''P)v = fi^'P. 

Hieruit blgkt, dat «^, x^^^ a^^^... «(«^p)i' de wortels zgn 
van de vergelgking a?**'^ — 1 = 0; het product der factoren 
in groep (2), rg 1 is dus =2?**=^ — 1. 

Evenzoo is het product der factoren in groep (2), rg 2 
= a?**=« — 1 , . . . ; in groep (S), rg 1 = a?***^* — 1 , . . . enz. 

Het eerste lid (x — a*) {x — of) (x — x^) (x — «*)... 
van de vergelgking, die de primitieve w*-machts- 
wortels van een tot wortels heeft, levert dus 
bg ontwikkeling 

(x^— 1). n(a?^^^g — 1) 

n(iP«'p— 1). n(^«=^«'-— 1).... 

dat is de ondeelbare vorm F, op. 



VRAAGSTUK N°. 7, 

OPGELOST D00& 

A. G. WTTHOPP. 

Afleiding der bewegingsvergel^kingen in bipolaire coordi- 
naten yoor een punt, dat zich in een vlak beweegt, met 
toepassing op eenvoudige krachtyormen. 



§ 1. W^ denken de plaats van een punt P in een vlak 
bepaald door zgn afstanden P en 0' P of u^ en u^ tot 
twee vaste punten en 0'. Die afstanden beschouwen we 
als positieve getallen ; negatieve waarden van P en 0' P 
worden geheel buiten beschouwing gelaten. Twee punten, 
die symmetrisch liggen ten opzichte van de l^n 0', de as, 
hebben dezelfde coordinaten, zoodat we in dit stelsel geen 
andere krommen kunnen voorstellen, dan die welke sym- 
metrisch z^n ten opzichte van de as. 

Als we uit een coordinatenstelsel , waarb^ dit niet het 
geyal is, de vergel^king van een kromme, die niet symme-p 
trisch is ten opzichte van de as, overbrengen in het bipo- 
laire stelsel, krijgen we daarin, behalve de gezochte yerge- 
Igking , ook nog die van het spiegelbeeld van de kromme ten 
opzichte van 0'. 

In het volgende wordt voor de massa van het bewegende 
punt de eenheid genomen. 

§ 2. De bewegingsvergel^kingen worden 't eenvoudigst 
gevonden als men uitgaat van 
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waarin P de kracht is, die op P werkt. 

Als er een krachtfunctie is, en U de potentieele energie 
voorstelt, is 

T+ u= a 

De yergel^kings gaat over in 



evenzoo 



Yoor het andere pant. 

Wanneer men - — en hieruit oplost verkragt men 

+<«'-»!-!)('^+-T?)t '" 



en 

+ <°'-'!-"!)(l^+».T?-)| <2) 

waarbg iV is 4 a* mJ — (ttj — u\ — a*)* = 16 /*. 

Als we hierin C — U door de uitdrukking voor T in bi- 
polaire coordinaten vervangen, verkrggen we de bewegings- 
yergel^kingen , zooals men ze ook kr^gt door de afleiding 
van La.gba.nge. 

T wordt aldus 't eenvoudigst geyonden: 

Z^ F het op P volgend punt van de baan. 

Laat uit F loodl^nen P a^ en P a^ neer op OP en 0' P , 
en stel ZOPO' = (?) en 00' = a, dan is PF = A5, 
aj P = A ttj en a^ P = A t*2' 

A 5 is de middellijn van den om A aj P a^ beschreven cir- 
kel, derhaWe 

2 a^a\ wj wj (A wj + A wj + 2 A Wi A Mj cos 0) 

sin^cp 4:P 

als we den inhoud van A P 0' = 7 stellen. 
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,2 



«/S j 4#J ^^ Q* 

Hieruit volgt , omdat cos (p = ^ jT — ^ i 

waarin iV= 16 P = 4 a^ wj — {u\ — wj — a^). 

Bg herleidisgen dient men op te merken , dat N ook 
gelgk is aan 4 a^ w* — {u\ — wj — a^) of aan 4 wj mJ — 
— W — wj — wj). 

De voor T gevonden uitdrukking in (1) en (2) gesubsti- 
tueerd, geeft na herleiding 

+ «*-«,*) ^ ^- + «t («; + «5 - «• + 3«} «j -5 «5 «j + 

at at 



en 



+ j«j (wj + mJ — a* + 3 M» «* — 5 m{ «* + 3 a* «J + 
+ 3a«M*-3a*M}-3a*Mj-6a*«*«»)^-4«,wJ(-«I + 

+«j)^h^*] w 

Als er geen krachtfiinctie is, moeten we in deze vergel^kingen 

en vervangen door de krachten , die volgens Wj en 

M2 werken. 

§ 3. EUipidsche coordinaten zgn eigenl^k ook een soort 
van bipolaire coordinaten. 
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Stel Mj -j- Wj = 2 A en u^ — ii^ = 2 a* , a=z2 c. 

De ligging van bet punt is nu bepaald door de groote 
as van een ellips met en 0' als brandpnnten en de be- 
staanbare as van een tak van een hyperbool met diezelfde 
brandpnnten, welke twee krommen twee punten bepalen, 
symmetrisch ten opzichte van 0', geheel als de twee cirkels 
bg de bipolaire coordinaten. 

Dan is Wj = A + /Et en ttj == A — /ct , 

UL — ^ ^ I L^ l^ — UL^^^JL 

dA dwj dAdttjj ^A dttj'dwj' 

en 

^U _d U 7^ V 

Voor T vinden we dan: 

2 A^ — c* dt^ "'"2 c* — /EC* dt^' 
Deze uitdrukking voor T te bew^zen geeft E. J. Routh 

op als vraagstuk in z^n Elementary Rigid Dynamics, hoofd- 

stuk VIII , N®. 8 ; het geschiedt gemakkel:gk door substitutie 

in de nitdrukking voor bipolaire coordinaten. 

Als we met deze uitdrukking van T de methode van La- 

GKAiiGB volgen, of als we in (3) en (4) substitueeren en 

— — en -^ — oplossen , verkrggen we de bewegingsvergelg- 

d A d jX 

kingen in elliptische coordinaten 

^ dA dfjt, 
d Z7 A* — ix* d* A A*^ — c> d A* ^dt It 



dA A*— C* dt^ ' (A*-C*)*d<* A*— c^ 

dfjt,^ 



C^—fi,' 



(5) 



dA d^f 

UL — ^L-HJ^^-Jt^ ^^ — g* df^'^ dt dt 

dA*^ 

+ 7n:7- ^^> 

Verbinding hiervan met 
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T—n— TT= - ^'~^* 1^ _i_ 1 ^* — '^^ ijfL. 

2 A» — c* d<' "•" 2 c* — |tt' rft» ' 

geeft 
en 

wat we ook zouden hebben verkregen door substitutie in 
(1) en (2) en oplossing van -r — en ^ — . 

§ 4. Differentiaalyergel:gking van de baan. 

Wg hebben, als we u^ als functie van u^ beschouwen, 

dt du^ dt 
d^ u^ d'^u^ du\ d u^ d^ Wj 



dt^ du\ dt'^ ' duy dt^ 

d u dr u 

Als we deze waarden voor -rr-^ en , J^ substitueeren in 

dt dt* 

(1) , (2) en in de integraal van de levende kracht 

T+U=C, 

en dan -j-^ en — ~ elimineeren, verkrggen we een betrekking 

n u /J It 

tusschen w^, Wj, -r— ^ en — — ^, die geldt voor alle gevallen, 

waarvoor die drie vergel^kingen gelden, en waarin de t^d 
niet meer voorkomt; dus de difierentiaalvergel^king van 
de baan. 

De vergelgking van de levende kracht wordt 

(1) wordt 



31 

+(„--.:_.!)l-;i.j+i^J2„!+.,(a--»!-.!)^ + 

+("'-»i-»!)(f^)'|=0; 

(2) wordt 

Am I 

Wanneer men hierait , J^ en -r-r elimineert, komt er 

df' dt^ * 

+(a*_„j_„J)^ij+2(Cr-C)[(a»-uJ+«J)j«,(a»-«J-«J)+ 



+ 



+ 
u 



-ttJ-«J) + 2«}u,^ij J2«« + «,(a»-«J-«J)-^ + 

■h!(5^)'+2'"-l^+<°*-":-»:>t]'=»- 

De coefficient van 2 ( Z7 — C) kan geschreven worden 
Na vereenvoudiging wordt de yergel^king 



«.«,[«. «,[l + (^;]+(a»-.J-«J)^j[j(«»-«J_„J)+ 
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-t.,(a^-uj-uj)(a»-5uj-u|)^+4ujuj]=0 ... (9) 

§ 5. Hetzelfde wordt in elliptische coordinaten 

dx dx d(j(, 
dt dfjt, dt 

Dit gesubstitueerd in (5), (6) en in de integraal van de 
levende kracht, geeft 



d C7 > } — (Ji^ dK d^ 
yr ' A*— c* dfjt dt* 

2(1 dx 



"T I A* — c* dfi* "^ (A*-cV Wix/ 

- ^ _. __A__i ^J^ — 

a t/ A' — Afc' d*_^ , f A^— c^ 2A_ dA 

-r A^ — c* Wa6/( dfi ' 

Eliminatie van -r— en -7-^ ui* deze vergel^kingen geeft 
IU_ 2(g— U) U» — A**<^*A 

+ (A» — c»)»U|!*/ A»— C*d(C* c» — /x*jj C» — (C*» ~" 

■ 2 a <fA lA /dAyjl A* — /:t* dA 

"^ c» — At* d[t.'^ A»— c» U/»/ jj A» — c» dit*' 



[ 
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of 



Na rangschikking 



(10) 







• 


<2 


«i 


dan 


gaat 


•• 


oyer 


in 


Wj 1*2 


t 10*1 




«»)*- 


a' 



§ 6. Wauueer de baau een ellips is, met en 0' als 
brandpanten , met de vergelgking u^ + w^ == 2 A , moet U 
zoo worden gekozen , dat w^ + w^ = 2 i een oplossing is van 
de differentiaalyergelgking (9). 

Snbstitueer in deze 

^ + ^11 + 

+ (C - tO(«i + «2) l«' - («, + «»)*!' = , 

of 

»^»2\l^ + ~i-{C-U){u^ + u,) = 0,. . .(11) 

aan welke vergel^king U moet voldoen voor w^ + w^ = 

■= 2 ^ = wi.o + ws.o 1 de som der aanyangswaarden van u^ en u^, 

Om van een gegeven functie te onderzoeken, of zulk een 

ellips een mogelnke baan is , berekene men - — en r^ — , en 

d Wj d 1*2 

N. A. V. W. Dl XX. 8 



34 

substitueere in (11), dan moet daaraan worden voldaan yoor 
Wj -|- Wj = 2 ^. 

Als men dus u^ vervangt door 2 k — u^, dan moet aan de 
komende vergelyking yoor elke waarde van u^ worden vol- 
daan; deze is identiek. 

Als ze het zoo niet is , wordt z^ het wellicht , als men een 
betrekking aanneemt tusschen C en ky of tusschen.de snel- 
heid en de plaats van het punt b^ het begin der beweging; 
en dan is alleen onder die voorwaarde de ellips mogel^k, 

terwijl ook nog moet worden voldaan aanf — --^)4-( — ^)==0. 



Men kan ook C vervangen door een fnnctie van u^ -{- 



u 



2' 

want C is als standvastige alt^d een functie van 2 k een 
ai^dere standvastige , en Wj 4- Wj = 2 ^. De komende verge- 
l:gking moet dan weer identiek z^n, en de vorm der functie 
kan nog worden aangenomen. 

Als we C vervangen door f{u^ +^2) ®^ (H) integreeren , 
vinden we voor Z7 een functie, die naar behooren aan (11) 
voldoet voor m^ + w^ = 2 i , mits we mogen zeggen , dat 

/(2 h)=Coi f{u^,o + «2.o) =U^+ To. 
De integratie van 

"» "». S^ + air ~ '•^("« + "*) - ^IK + «j) = ^ 

geschiedt 't geschikst door de substitutie w^ 4- w^ = 2 A en 
^1 — u^ = 2fA; waarom wg hetzelfde in elliptische coordi- 
naten behandelen. 

De substitutie A = A in (10) geeft, met ^ = en — -= 0, 

(A» -,«*») ~ -2(C-£r) A = 0, (12) 

overeenkoniend met (11). 
Stel 

dan wordt dit 

(A» - A**) ^ - 2 t/(A) - C-j X = 0. 

De gel^ktgdige diflferentiaalvergelgkingen worden 
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dA d fi d U 

X}— 14,^ ~ T "" 2 |/(A) —V\\ ' 
ea w^ yinden 

met de voorwaarde 

f{k) = C, 
of 

In bipolaire coordinateu 
of 

^^ i^l (t^l — U^) , ^2 (^1 + ^2) 
Wj Wj «*1 ^2 

Om een betrekking te yinden , waaraan de krachten moeten 
voldoen, en waarvoor we niet eerst U hebben te berekenen , 
diiSerentieeren we (11) onder de voorwaarde u^-\-u^=z2k^ 
— want alleen daarvoor geldt (11)— en elimineeren zoo U—C. 

Aldus 

of als we we 2 k door u^ -}- u^ vervangen , 

Deze vergelgking geldt 00k weer alleen voor Wj +2*3 =. 2 A. 

De yergel^king (13) is dezelfde als die van vraagstuk 71, 
hoofdstuk V uit Tait and Steele » Dynamics of a particle", 
dat aldus luidt: 

Shew that if an ellipse be described under an attraction 
/ to the focus S , and an attraction /' to the focus H , and 
SP = r, HP = /, 

dr' d r \r r / 
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Wg zuUen ook dezelfde vergelgking (13) moeten vinden, 
als we uit (3) en (4) t elimineeren , en in de komende diffe- 
rentiaalvergelgking van de baan, die nu van de derde orde 
is, stellen 

du^ ^ du\ dul 

Deze eliminatie geschiedt door (3) en (4) naar t te diffe- 
rentieeren, dan te stellen 

du^ du^ du^ 
dt du^ dt 

d^u^ d^u^ du\ du^ d^u^ 

T? "^ du\ ~d¥ "^ Ju^ ~d¥ ' 

d^u^ d^u^ ^ ^' _i Q ^^ ^2 d^ u^ du^ d u^ d^ u^ 

IF ^ du\ ~d¥ ■*" du\ dt* ' ~dT "*" d^ ~dW ' 

du. rf* u. d^u. , .. . 
en — - , -^ — - en -— ^ te elimineeren. 
dt dP dt^ 

We hadden ook , na difierentiatie naar t , dadelgk kunnen 

stellen 

du^ dui 

~dT ~~ ~dT ' 

d* u^ d* Wj 



dt* dt* 

d^ Wj d^ Wj 



dt^ "" dt^ ' 

. du. d*iL d^u. , ... 

en dan -^r-^ , , / en — r— r- kunnen elimineeren. 
dt dt* dt^ 

§ 7. Daar A en /x in 7 op dezelfde wgze voorkomen, 
zal men de yergelgking, waaraan U moet yoldoen, bg 
Wj — u^^2k of fjt = k yinden, door in (12) a* en A te 
yerwisselen 

(A*»-A»)^^-2(C-ir)A* = 0, ....(14) 

of in bipolaire coordinaten 

of 
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wat we ook yerkr^gen door in (9) te substitueeren 

1 » — — r- = U. 

du^ du\ 

Voor U yinden we dan 

eyenals yoor de ellips, maar met een andere yoorwaarde, 
namelijk /{(Aq) = U^ + T^. 

De yergelgking, die met (13) oyereenkomt, is dezelfde 
als (13). 

DiSerentieeren we namel^k (15) onder de yoorwaarde 
tij — Wj = 2 ^ , dan yerkrggen we 



of 



+<".-".) (^+lf)=»- 



(16) is yolkomen gel^k aan (13). 

§ 8. Men moet wel in bet oog bouden, dat er banen 
z^n , die stelkundig yoor een bepaalde kracbtfunctie yoldoen, 
maar die tocb niet of niet gebeel kunnen worden bescbreyen , 
omdat T niet yoor de gebeele baan positief is. 

T is derbalye = yoor U=Tq+ U^. 

U is een functie yan u^ en w^, derbalye is U^=T^-\- U^ 
de yergelgking yan een kromme, die we ons geconstrueerd 
denken. 

Ligt een gegeyen baan gebeel binnen, of gebeel buiten 
deze kromme , aan den kant waar U ^Tq-^ U^^ dan is 
yoor de gebeele baan T positief, dus de snelbeid oyeral 
bestaanbaar. 
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Sngdt de baan de kromme U=Tq-\-- Uq^ dan is voor 
dat sn^punt 7=0. Het bewegende punt is in dat sngpunt 
met een snelheid =0; de kracht werkt naar den kant, waar 
het van daan kwam; dus het keert om en bl^ft zich dan 
in dezelfde richting bewegen, tenz^ het weer aan een sng- 
punt komt. Er is stellig nog een snigpunt, als de baan sy- 
metrisch is ten opzichte van de as. 

Als de baan de l^n U=Tq-\' Uq raakt en verder geheel 
ligt in een gebied , waarvoor U^ T^-^- Uq^ is het raakpunt , 
dat tevens een evenwichtspunt is , het eenige mogelgke punt 
Tan de baan. Raakt de baan, terwijl zg overigens ligt in 
een gebied waarvoor J7< Tq-\-- Uqj dan zal het punt daar 
bl^yen. 

Het punt is in evenwicht in een raakpunt , omdat daar 
een element van de baan samenvalt met een element van 
U= Tq-^ Uq, een potentiaal niveau; dus is de kracht in de 
richting der baan daar = 0. 

§ 9. Het vorige kunnen we gebruiken om te onderzoeken, 
in welk geval er een ellips met en 0' als brandpunten 
kan worden beschreven, onder krachten naar de pun ten 
en 0', evenredig met een zekere macht van den afstand. 

Stel 

Substitutie in (13) geeft 

of 

,alleen geldig voor w^ + m^ = 2 A. 

n = — 2 en , voor A^ = A^ > oot n=\ voldoet. 
In 't algemeen, als n niet = — 2, moeten we hebben 

k^ w^n-i _ 4^ (2 A — u^y-^ = 0. 
Als w > 2 , volgt dadelgk A = en k^ = k^^ grensgeval 
van de ellips. 

Voor n — 1 negatief, stel = — w, hebben we 
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Aj (2 fc — mJ" — ^2 Wj" = , 
waaruit , tenzg m = en ij = A^ weer volgt A = en Aj = A^- 
Substitutie in (11) geeft voor n = — 2 

Mj Wj t*i ^i"^ + K ^2"^t + K + Wj) (C+ *i t*i~i + *j Wj-i) = 0, 
of 

2A(7+Ai+A2 = 0, 
2 A I To — Aj wi.o~^ — *2 W2.0"~M + *! + ^2 = , 

(mI.O + W2.0) (Iq — *! Ml.O~^ — *2 W3.0~-^) + *i + *2 = ^ » 

(mi.o + W2.0) To = h «i.o~^ W2.0 + *2 ^1.0 W3.o~^ 
Daar (16) en (13) gelijk zgn, is er bg n = — 2 00k een 

hyperbool mogelijk met en 0' als brandpunten. 

De To, die daar bij behoort, vinden we door substitutie 

in (19) 

w, u^ (Aj u{-^ — k^ u^-^) + (C + *i Wj-i + *2 ^2""^ ("i — W2) = , 
of 

C (Mj — W2) + *1 — *2 = , 
(mi.O — W2.0) (To — *1 Wl.O"-^ — K ^2.0""^) + *i *2 = , 

(mi.o — M2.0) To + h ^1.0""^ W2.0 — *2 ^1.0 ^2.0""^ = 0; 
w = 1 en ^1=^2 geeft voor de ellips 

Ml M2 (*i Wi + *2 %) — (C — i *! Wj — I *i M») (Ml + W2) == , 

I *! (mi.o + %.o)* — 2o — i *i (^1.0^ + W2.0*) = , 

2^0 = *i W1.0 W3.0; 
en voor de hyperbool 

Wj W2 (*i ^1 — *2 ^2) + (C' — T *i wf — i ^2 u\) {u^ — ^2) = , 
na herleiding 

2o = — ^1 ^1.0 W3.0. 
Daar nu u\,q en 1^2.0 steeds positief zgn , en Tq 00k, hangt 
het hier van bet teeken van ki af, wat men kan krggen, 
een ellips of een hyperbool; dus daarvan of de krachten 
aantrekken of afstooten. 

§ 10. De gevonden vergelgkingen kunnen we ook gebrui- 
ken bg het oplossen van een paar yraagstukken uit Tait 
and Steele's Dynamics of a Particle. 

N^ 72 van hoofdstuk V 
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Prove that if 

•^""^ 8a'r' ' ^ "^^ Sa^/^ ' 
the ellipse can be described freely, and that the velocity at 

any point will be n — ' — -= , n being the mean motion 

in th(9 ellipse under an attraction ^ to a focus. 

/ en /' voldoen aan (13), dus is de ellips mogelgk. 

Ook kan men zeggen, dat / en /' bestaan uit de som van 
twee krachten, die voldoen; namel^k die, waarbg n=l, en 
die, waarbg w= — 2. Uit den vorm van vergelgking (13) 
bljjkt dat ook die som voldoet. 

Uit (11) volgt 



rb U ^ U \ 

— 6^ = W, Wj j- — . 



Substitueeren we 

^ V _ u\ H- 8 P ' 
zoo wordt dit 

dus de snelheid evenredig aan VT^ dus hier aan 

U\ + Ml Mj + w* 



V^Mj 



^2 



N°. 73. A particle describes an ellipse under two attrac- 
tions tending to the foci, which are to one another at any 
point inversely as the focal distances ; prove that the velocity 
varies as the perpendicular from the centre on the tangent, 
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and that the periodic time ^=^ t\t--\ — )» *^» *^ being the 
velocities at the end of the axes. 



ihr^'+ 



,2 -, ' 



^^_ ^/K-^2) -Pl(^i-^2) , -P'/K+^a) - ^2(^1+^2) ^ 

Dit gesubstitueerd in 

^U }i U 1 1 



— 1 



geeft na herieiding 

dit geeft 

i^/ (wi — "2) = ^1 (wi — M2) » 
^2' ("1 + ^2) = — ^1 K + ^^2) » 

/atr dtr\ /I , i\ 

W, M« I r h r J — C. ( I 

p_ ^ __ jj_ \0Ui OU^/ Vt^i tl^/ __ — C4 _ 

"1+^2 "" ^1 + Wj ~" W, Wj "" 

Mj W2 

De ioodlgn op de raaklijn is werkel^k evenredig met den 
wortel uit u^ u^ ; wat gemakkel^k is in te zien door trans- 
formatie van de uitdrukking op rechthoekige coordinaten 

, waarin a en 5 halve assen der ellips. 



V^a* y* + 6* a^ 

De periode vindt men 't gemakkelijkst met elliptische 
coordinate!). 

Daarin is 
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waaruit 



d 1*,=^ V — 'ic^dt, waarin A staudvastig. 



Geintegreerd 
1/ — 2 C4 inaal de halve periode=(A* — ^*) \Bg8in{— 1) — J5^«»n(l)( = 

De snelheid aan 't eind der groote as , waar /ct = c is , 
1/ — ^^ ^ en aan 't einde der kleine as , bg /t« = 0, -> 



Stel deze waarden A a en A 6, of A A en A V{x^ — c^), dan 
is A = — 1/ -ZI i- , en de periode kan worden geschreven 

k \v/a»-c» ^ ^ * \6 ' a/ 

§ 11. Stel de baan is een • lemniscaat met en 0' als 
brandpunten en de vergel^kiug 









u^ u 


1 


■■\a\ 




Substitueeren we 


in 


(9): 










du^ 
du^ 


^ - 




en 


dH\ 


2mj 


dan gaat 


deze over 


in 











(2«J+2«»-a»)l«,(a»-Mj-3«J)^^+M,(a»-3Mj-u»)^| + 

+ 4 (C- !/■) (a* + 3 m} + 3 m* + 2 uJ mJ -3 a» mJ-3 a»«») = 0, 
of 

2 (U, - Mj)* Ml (Mj - Mj) (3Mj - «, ) r— - +«,(«, - M, )(3m, - M,) r-— + 

+ 12(C- C^) («, _ M,)* = , 
of 

«,(3«,-«,)^+«,K-3«,)|^+6(C- £r)(«,-M,)=0, (17) 
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aan welke yergelijking U moet voldoen voor u^u^=\ a», 
wil de lemniscaat worden beschreven. 

Volge de behandeling in elliptische coordinaten , 

Substitueer in (10) 

• o o ^ A (A (P k A* — At^ 

dit* A dfA^ a' 

dan gaat deze vergelgking over in 

+2(c-P)i(A'-^y+--i^(^'-«')+^V' '''7fy + 

f A ~"~ C A ~~~ C 



of 






+ 2 (C- tT) t -2 c* + 3 c» (A* + /t**)-(A* + 4 aV* + A**)t = 0- 
Als we Toor c* substitueeren A* — /tt*, wordt dit na her- 
leiding 

?.fc~ + {2^c*-\*)\^-6{C-U)^, = 0, .(18) 

d A o f/f 

overeenkomend met (17). 

Om te onderzoeken welken vorm U moet hebben, wil de 
lemniscaat een mogelgke baan z:gn, substitueeren we in (17) 
voor C een functie van u^ u^ 

en integreereu. 

Hiervoor nemen we als hulpgrootheden aan 

ul-\- ul=p en 2uiU2 = q^ 
dan is 

d Wj dp ^ ? 

Dit gesubstitaeerd 
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"i (3 Mj -Ml) l^y- "i + y~- MjJ + Mj (mj — Sui) T— Mj + 

+ ^ «»]+ 3 >/(?) - t^l («, - «,)=0, 

o g J 
of na herleiding 

Dit geefl de gelyktigdige difierentiaalvergel^kiDgen 

dp dq d U 

J^q ^^<l^ 3t/(?)-J7t ' 
waarvan de oplossing is 



derhalve 



;? + ^ = Cj yV en q\ U —\ 1 ^1/(7) dq = c^, 

U= I q-ijqifig) dq + q-i ^(^) , 
Z7= I (2 M, Uj)-J I V/2m, m, ./(2 «i «j) <i (2 w, Mj) + 



V 1/2 Ml M, / 



+ 

of 00k 

V/2 M, «,' * V V/2 M, Ml / 

met de voorwaarde 

/(i«,Mj)=C, 

of 

weer een betrekking tusschen de aanvangsvoorwaarden 

gold voor een geheel stelsel van krommen, en deze functie 
slechts voor e^n kromme; bet z^'n dus verscbillende soorten 
van oplossingen. 

Tot dit type beboort ook U=fj(,l{u^ m^)? kracbten uit 
en 0' omgekeerd evenredig aan den afstand, gelijke inten- 
siteit. (17) gedifiFerentieerd met de voorwaarde x^ — fjt} ^=^\a^ 
geeft bfl eliminatie van C — U 
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-U\ (Mi -Mj) (3 «i-Mi) r— i- + U\ («! -Ml) (Mj-S Mj) ^^ 4- 

1 2 

+ 2«.«,(«i-«l),-|f^ = (19) 

(19) is voor de lemniscaat wat (13) is voor de ellips met 
en 0' als brandpunten. 
Om te onderzoeken of 

n + 1 
voldoet, substitueeren we in (19) 
k^ (7 u\ — 12 Wi M^ + 9 ul) Wi«+i + *2 (— 9 ttj + 12 m^ m^ — 
— 7 tt*) Mj»+i — w Aj (uj — Wj) (3 u^ — Wj) Mi**+^ + 

-f w ^2 (^1 — ^2) K — 3 Wj) Wj**"*"^ = , 
of 
(7 + n) *i Wi«+3 _ (7 _|_ ^) yfc^ i^^«+8 ->. 4 (3 -f n) *! w,«+2 w, + 

4(3+w)A2V^2wi+3(3 + w)AiV*"^^i-3(3+w)A2V^^w!=0. 

Als we hierin Wj^ = 4 a^ substitueeren , zien we dat alleen 

voldoen n= — 1 enn = — 3 voor k^ = k^* 

Stel 

n = — 1, 17= Aj I (mj Uj). 

Substitutie in (17) geeft 

K «i (3 "2 — "i) — ^ + h «2 K — 3 wi)-v + 

Wj 1*2 **1 **2 

+ 6 i C — *i Z (Mi U^\ (Mj — W^) = 0, 

2*1=3 |C — AiZ(mi Wj)!, 
2 Aj = 3 i To + *i ^ (wi.0 W2.0) — *! I (W| Mj) j , 

ook moeten we hebben wi.o W3.0 = \ «^« 

Dit is wat voorkomt als vraagstuk 75, hoofdstuk V van 
Tait and Steele Dynamics of a particle. 

Prove that a lemniscate can be described freely by a par- 
ticle under two central attractions of equal strength to the 
foci, each varying inversely as the distance; and that the 

velocity will be always equal to 1/ -~ , fjt, being the strength 
of each attraction. 
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T is namelgk standvastig, omdat de baan een potentiaal- 

nireau is en !ro = T*i dus r=|i en — = V' h 

dt ^ 

Stel 
en substitueer in (17) 

1 2 I **1 ^2 1 

*» - (3 «J + 2 «, «, + 3 «^) + 3 I C- -^ («5 + „«) j = , 



wj i/J ' - - -. I Wj Wj 



2*' +3C = 0, 



Ul f^2 



|A, + 3C=0, 



T« 



en 

Mi.O M2.0 = T « en Wi.o — TT- + W2.0 — TT- = ^'j 

at at 

weer voorwaarden voor de aanvangswaarden van 

^ du^ du^ 

§ 12. Stel de baan heeft tot vergel^kiug 

(19) gaat dan over in 

^1 iP "i + ?) i^i (/> «*i + ?) (1 +P^) + («'-/>' u\--2pqui- 
— q^ — u\)p\ A ja* — w}— />* wj — 2jt>g^Wj — 2* + 2/?* wj -}- 

+ 2/?y Wi j j2/> wj +2j Wj +a* jc>— jc^mJ— /?^wj — 

-2p\qu,^pq^\l^'^ + {C-U)[^4p^pu,+qyul + 



+ (a* — w J — p* w J — 2 p y w^ — gr*) (a* — M* — 5 />* M } — 1 /> 9 Wj — 

— 5 y*) />* Wj — (/> "i + q) («* — w J — />* M J — 2 /> J Mji —5-*) . 

(jt? Ml 4- q) (a^—u\ — />* mJ — 2 jt? 9 Mj — J*) (a* — 5u\ — /?* m J — 
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Na herleiding 

.^-l(a*-?');> + (i-p*)p«J + 2(i-p')5'«,l^-"l + 

+ ((7- fT) [_ p ^ (a> - ?^)» + 6 (a» - y*) (1 - p*);> 9 «J 4- 
4- 4 (1 - p«) |p» (a« - ?') + (1 - p») gN «! + 

+ 3;>7(p>-l)'Mt] = (20) 

Voor jE> = ± 1 gaat dit naar behooren over in de voor- 
waardevergelgkingen voor ellips en hyperbool met en 0' 
als braDdpunten. 

Voor J = wordt (20) 

^a^^{l-p^)u\\ lE-\pil -P-) u\+pa^\^ + 

+ 4(l-p')M,((7-tr) = 0, 
of 

«! ta» _ «J + u» t „j |a« + ttj — M» t — - + 

+ 4(«;-««)((7-£r) = (21) 

Hieraan moet U voor m^ = /? Wj voldoen , als de kromme 
een cirkel is, die tot vergel^king heeft u^=zpu^. 

De vorm , waarin C — U voorkomt , wordt weer gevon- 
den door te differentieeren onder de voorwaarde Wj = p Wj , 
en C—U\a elimineeren ; dit geeft 

u,\a' + h(u\-u\)\\^^u^\a'^-h{u\-u\)\\^^ 



Stel 



+ 2 w, «, (mJ - «J) -^1^ = 0. 

d Mj d 1*2 



D^=^il*. «,"+> + *» «»-+'(. 



De voorwaarde wordt 
K K^^ ia*+ 5 {u\ - u\)\ - A2 V+' t«' - 5 (i/J - uj)t - 
— nk^ u^"^^ |a* — mJ -f mJ I + w Aj V+^ ja* + w? — wj t =0. 

Subsiitueer u^ =p u^ , dan wordt de vergelgking na dee- 
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ling door t*j*+^ 

A, a» + 5 k^ (1 — p") u\ — ife, p»+i a»+ 5 Aj (1 — p») p»+i mJ — 

— n i, a' + « ^1 (1 — P*) mJ + « ^2 P""*"^ o' + 
+ n A, p"+i (1 — j9«) if j = 0. 
Dit rereischt 

(*, - A, P-+1) (1 - «) = p , 
en 

(1 - p») (A, + *, p»+i) (5 + n) = 0. 
Derhalve voldoen 
voor /> = 1 (dus de baan e^n rechte , namelgk de Y-as) , 
n = 1 bg elke verhouding van k^ tot i^ ? 
ij = k^ bg elke waarde van n , 
voor jt> verschillend van 1 

k 
n = — 5 en k^=zk^ p*+^ of beter />*+^ = -' , 

w = 1 en jt?*"*-^ = — ~^. 

Dan moet ook nog alt^d aan de aanvangsvoorwaarden 

worden voldaan. 

k k 
. Bg w = 1 moet C zgn = \\ ^* » 

ki + «J2 

bg n = — 5 moet C=0 zgn ; 
en in elk geval 



W3.0 = p wi.o en 



\dt/o ^\dt/o 



Als we onderzoeken, of bg 

C^=^l*iV^^ + *2V+M, 

q niet = kan zyn en p^ verschillend van 1 , dan vinden 
we , dat zulks alleen kan als p = , dus als het bewegende 
punt een cirkel beschrgfl; om een van de krachtmiddelpunten , 
en verder vinden we dan , dat in het andere krachtmiddel- 
punt geen kracht moet werken. 

§ 13. u\ -j-m| =a^ is de vergelgking van een cirkel door 
en 0' op a als raiddellgn. 

Substitutie in (9) geeft, omdat 






- — = — - en y—^ = ^^ 1 

du^ u^ du\ u: 
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oa herleiding 

Substitueer voor C een functie van t*J + uf , dan komt er 
Los U hieruit op 

met de voorwaarde 
{u\+u\)(P'{u\+u\) = 2\C-(p{u\+u\)\YOoru\+u\^a\ 
en weer 

Uit (22) leiden we af door differentiatie , met de voor- 
waarde mJ + tij = a*, 

Uj d Mj ^2 d U2 d wj d MJ Mj Wj ' d Mj d Wj 

Stel 

dan wordt 

of 

(5 + n) A, M,--i = (5 + «) A^ V^^; 
w = — 5 voldoet. 
Substitutie van 17== — 1*1^1"^ — 1*2^2"^ ^^ (22) geeft 
*i ^^ + h "2"^ = 4 C + Aj Ml--* + Aj Wj^, 
dus 

C=0, 

- 4 I A, M1.0-* + A2 "2.o-'( + To = 
voor een der aanvangsvoorwaarden. 
Wg hebben verder 

n= 1 voldoet voor Aj = Aj en geeft 4 C= 5 Aj a^. 

§ 14. Voor de kromme met de meer algemeene vergel^king 

N. A. y. W. Dl XX. 



hebben we nu 



a* — w J — ul = 2pu^u^ 



w? u 



d u d u 
Substitutie van deze waarden van m,, — -^ en -i — f in (9) seeft 

du^ du\ ^ ^ ^ 

( \/>Mi+Mj/ P«l+WjjL\. P«l+«j/l 

+ (C-t;-)8«J«» «*(/>*- 1P:(P«,+«1) = 0, 
na herleidiDg en dealing door (jt>* — 1)' geeft dit 

Deze vergelgking geldt nu niet voor jt?^ == 1, maar voor 
p^= 1 voldoet elke U. 

§ 15. We gaan nu over tot de berekening vande krom- 
testraal in bet bipolaire stelsel. 

De uitdrukking is in poolcoordinaten r en d 

p = — —1 ! I waann r = -ttt en r= ^rs:^-. 

'^ ^2-1- 2/^ — rr" dd dd^ 

Als we de oorsprong in nemen, is r = Mj 

, dr dr dt 

dSr dt dd 
y dr dt 

„ "^'dt'dB d^__dP_r^ /llV . ll ^ 

"^ = dTt dd~ dt' \d^/ '^ dt • dd^' 

Dit gesubstitueerd geeft 



p= 



^ \dt/ \dV de\d^/ dt dS* 

dt _l^ 
dd^ dd' 
dt 
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doB 



d* 



t__ 1_ fb_ dt _^ <P^ Jdb^ 

»~ fdbV' dt* ' d^ dt* '\dt/' 

\dt} 



Dit geeft 



V" '-^ + '" 



dt" ' dt' 

^ dt^'^ dt' dt ^ dt* dt"^^ dt dt' 

ft T> w! — M* — a* 

r=u, en i3 = Bqcos ^ _ — ^ . 

' " 2 a «j 

Hieroit Tolgt 









-4^(«J+«?-a')+2«,w, 



'^(«J+«J-a')+2«.«,^ 



"" 2 a mJ ' 

en , omdat sin 3* = -^ x/'W 

dd ^K+»|-a')-2u,»,^ ^ 

It 27u\ '''*"'• VW~ 

Dit nog eens naar t gedifferentieerd geeft 
d' & 1 j „ du\ „ <^ «! 1 / 1 , . i^ ^^1 

-^ («? + «!-«*)(«*- «! + «J)]^ + [-2«,+ 
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+ („J+uJ-««)^-2«.«, — *j. 
De noemer van p is 

+ 2 iV I (mJ + "I — «*) ^-^ — 2 M, M^ ^-i -^ — «, JV. 
+ «,-^vj[l(uJ-«5+a»)-^(«J+«»-a»)(a»-u}+«»)]'|^ 

= ^^^^^- [|(«J + «J - a*)' + 2 iVr(„} + „» - a*) + 

+ j — 6 M, Wj (wj + w* — a*)* — 4 Uj Mj iV+ 2 Wj Uj iV — 
— 2 Ml M, (u* + «J -a*) (a* 4- u\-u\) + 4 «» Mj (a'-«J + w|)| . 

.^^ + \12u\uliu\+ul-a^)-2u]N-^iulu\. 
+ "»^^ |-5«}-«J-a«-6«}«» + 6a»«J + 
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+ 2a^ul\+u/-^^^\hu\+u\+a^-2a'u\ + 



dt dt^ 



.-, du. d}uS\ 

^ ^ dt dt^J 



De teller is 



(1^)'= FPyK «. ". t«. «. (^ + ^3^) + '^ '^ (--"1 -!) 

J « % du\ , T.y du^ d}u^ T^r du. d}u^ 

Den uoemer zuUen wg = y stellen 

Als de baan eeu cirkel is met de vergelgking 

^1 + "« = ^* » 

d ti 

moet p = i a zgn , wat nitkomt , en voor •— ^ =0 is p = m^. 



■3 



§ 16. Als bet punt gedwongeu wordt een kromme tebe- 
scbrgven, bebben we voor de snelheid 

T-{.U=C, 
en voor de reactie R 






1 / du\~^d8^ 
U y "le'^di} 



d 8 
Tt 



a u 



1 /" rfttj da^ 

y ~T^'^'di' 

d 8 



omdat, wat uit de figuur blgkt, ± 



Vd8^ — du\ 
d8 



de cosinas 



is van den boek, dien de normaal met u^ maakt. 

Uit deze waarde van R kan weer worden gevonden, aan 
welke vergelijking U voor een bepaalde baan moet voldoen. 
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We stellen dan, voor de betrekking, die er bg die baan 
tusschen u^ en ti^ bestaat, R = 0. 

Bgvoorbeeld voor w}+Mj = a^ is die voorwaarde, na 
herleiding 

reeds gevonden in § 13. 

In de uitdrukking voor R zallen we nu j— in Uj en u, 
en hunne afgeleiden uitdrakken. 

_,4«J«*_(a«-„;-„J)*t|^5]=^[(a»-«J-w»)*^ + 
y df dt* VN 

' ' '-» — M^ — M?l — 



V 



. 2 M, w. -^ + (a* — «? — «») ^ 

^_l2d = ± <^< _ ' ^ dt 

de df VN ' 



V 1 

-d u Vn_ 

^ * "^ de ' ^ ^ dt . 

. __ ± 



±: 



<^V ,4,^(i^+^i)+,„._..-.i)-i^] 






V/iV 
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of 

waarin het teeken bepaald is door een bgzonder geyal te 
nemen. 

p kan ook worden uitgedrukt in de coordinaten, 

a ttj a t* J 

in plaats van in de coordinaten en bun afgeleiden naar U 
We bebben dan 

du^ du^ du^ d^u^ du^ d^ u^ d^ u^ d u\ 

dt d Wj dt ^ dt^ '^ du^ dt^ * du\ di^ ' 

v = ^J4«J«J_«,(a»-«;-«J)(a»-5«J-«|)^ + 
+ «,(«»-«;-«.) (a*-5«J-„J)(^; -4«J „J (^J - 

^ ^ du\ \ dt^ ' 



P = 



4«.«,j«.«,[l + (^;] + (a'-«J-«D^j' 



V 

Als we deze v' invoeren in (23) en i2 = stellen, ver- 
krggen we 

Als we in aanmerking nemen 
waaruit 

^-«'-^)^{^«.».h".[>+(^)l+<»*-«:-"»'-^|] 

gaat dit over in 
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(C-17)v'+«,«,j«,«,[l + (l|2j] + (a»-„J-««)^j. I 

Deze vergel^king is gelgk aan (9), het is de differentiaal- 
vergelgking van de vrige baan. 

§ 17. De vergel^king van de tautochroon voor het geval 
dat de krachten een krachtfunctie hebben, is bg bipolaire 
codrdinaten 



of 



waaniit volgt 



du^ da ou^ da 



dU 
da 



^1 = 1 2(17- I7o) + V, 

x 

a is een fanctie van u^ en u^ evenals 17, maar, omdat we 
aan een bepaalde baan denken, zgn « en Z7 functies van u^ 
alleen, omdat u^ 00k een functie van u^ is. 
Dit in aanmerking nemende, geeft differentiatie 

L f— 4- — ^1 — I L^ ^ 

da K \jb u^ 'd u^ d Wj J d Mj ' d w^ du^ 

x 

-r — ) vervangendoor 2 7: — |- 
geeft dit 

^l"'-['+(j?)i+''''-"'-"»j^h<^-''''*+ 

+ ...-|=(|^ + |^-^' (24) 



57 

§ 18. Gevraagd voor welke kracbten is de ellips een tau- 

tochroon. 

Stel 

Wj + Wj = 2 i , 

dan gaat vergelgking (24) over in 

zu^u^-jra^ — ui—ul \du^ a m^ j ^ ' 

Door invoering van elliptische coordinaten wordt dit 

Beschouw bg de integratie A standvastig, dan is 

Stellen we 

At = c «tn (p , (want /ct < c) , 
dan wordt het tweede lid 

c' 

A 

F 1/ 1 — 

een elliptiscbe integraal. 

C08^ cp <i cp /• 1 — dv} (p 



J y 1 — --5 wn* (p 



/co«" Cp a Cp /• 1 — dtn'' (p 






[waarin de modulus ==- j. 
Dus 

■^ l/2(C^- tr,) + ;cV = (o^ - A>) i^(Cp) + A« ^, (cp) +/(A). 
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Voor de hyperbool verwisselen we A en it*. 

§ 19. Gevraagd voor welke krachten decirkel u\-\'Ul=d^ 
de tautochroon is. 

Substitutie in (24) geeft 

of 

Mj 1^ — Ml ^ = a Vk\2{U— t^,) + *V)- . • (26) 
Het stel gelgktijdige differentiaalvergelgkingen wordt 

% "" wi ~av/ir[27£r— J7o) + x«7|' 
waarvan 

1 I 2 

een oplossing is, maar niet de algemeene. Om die te ver- 
kr^gen hadden we v66r de integratie a* door u\ + u\ en k 
door een functie van mJ + u\ moeten vervangen. 
Hetzelfde voor de lemniscaat ^1^2 = ^ a* geeft 



6w,w, — wj— wj ""ic[2(£7— C7o) + «V] 

§ 20. Terwgl we voor de reactie hebbeu, dat deze gelgk 

is aan — , vermeerderd met de ontbondene van de kracht 
P 

volgens de normaal, en dus voor de vrge baan 

- = die ontbondene , 

P 

hebben we voor de vergel^king van de brachistochroon 

U die ontbondene =0. 

P 

Hieruit blgkt, dat de vergelijking (9), die de differen- 
tiaalvergel^king is van de vr^e baan onder de werking van 
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krachten met een krachtfanctie U^ in die yau de brachisto- 
chroon voor een krachtfunctie U overgaat, als we bet teeken van 

en r — omkeeren ; dus als we C — U vervangen door 

U — C. In Tait and Steele's Dynamics of a Particle vinden 
we (§ 260) de stelling vermeld , dat we bet spiegelbeeld van 
de resultante der kracbten moeten nemen ten opzicbte van 
de raaklgn, om de kracbten te vinden voor welke de baan 
een bracbistocbroon is. Daar ecbter deze kracbten niet in bet 
algemeen een kracbtfunctie zullen bebben als de eerste die 
bebben , is deze stelling van weinig practiscb nut. 

In bet daar gegeven voorbeeld bebben de nieuwe kracbten 
geen kracbtfunctie. 

We verkrggen nu uit (11) 

«>«> ll^ + l^l +(C- t^)(«, + «,) = 0. . . (27) 

I (7 U| 0112) 

voor de vergelgking, waaraan U moet voldoen als de bra- 
cbistocbroon een ellips is met en 0^ als brandpunten. 

De vorm, waarin C niet voorkomt, bieruit verkregen door 
differentiatie onder de voorwaarde u^-}- Ui = 2k, is 

overeenkomend met (13) voor de vrge baan. 

Voor de oplossing van (27) voeren wc elliptiscbe coordi- 
naten in, waardoor de vergel^king overgaat in 

(A»- A*«) ^-^ + t/(A) - Z7| 2 A==0. 

Scbrflven wg dit 

a u 

^A 2a TJ 2a/(a) __ 

x^ _ fjf} (A« - fj,y + (A« _ (jf}Y — ^ ' 

dan zien wg dat de oplossing is 
Voor / . /^' ,, 2 A rf A kannen we nog schraven 

J (A* — A»»)» 



/(A) , C f{>)dK 

- A» - it*» "*■ j A' - A*' ■ 



A^ 
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Wg hebben dus 

waar bg de integratie u^ — u^ standvastig moet blgven. 
De Yoorwaarde voor de standvastigen is 

C +/(wi + W2) = voor ttj + Wj = 2 A, 

n-f- 1 
voldoet niet. 

Voor de hyperhool met en 0' als brandpunten is de 
yergelgking 

«'"»(^-^) + (^-^H«.-«.)=0, . . (28) 
waarvan de oplossing is 

De vergelgking waarin C niet voorkomt, is 

niet meer gelgk aan de overeenkomstige voor de ellips, 
zooals bg de vrge baan. 

Ook hieraan wordt niet voldaan door 

n -f- 1 
Voor de lemniacaat is de vergelgking 

Stel 

Met dezelfde substitatie ala in § 11 namelgk 

v\-\-»\=p en 2«(«j = g', 
vindt men de oplossing 

alleen verschillend van de oplossing van (17), doordati^2 ^^^~ 
menigvuldigd is met 1^2 u^ u^ in plaats van er door gedeeld. 
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Hier kunnen, even als bg de vr^e baan, voldoen krachten 
van gelgke intensiteit uit en 0^ omgekeerd evenredig aan 
den afstand. 

Yoor den cirkel met de vergel^king u^=pu^ hebben we 

+ 4(wJ — «J)(tr— = (30) 

voldoet voor 

n = 3, C=0 en jfe^ + jk>-+i i^ = 0. 
Voor den cirkel op 0' als middellgn 

«,|^ + «.|^=4(t^-0 (31) 

Substitatie van 

?«* + wJ=p en 2u|U2 = 9 
geeft 

U= <p («J + «i) + ^(4^) • («* + «*>*' 

terwgl b^ de vrge baan de oplossing was 

De vorm, waarin C niet voorkomt, is voor (31) 

Als we stellen 

U= — )-r t *i Wi"+^ + h ^2"^^ t voldoet n = 3 , 
n -j~ 1 

en voor Aj = k^ 00k n = 1. 

§ 21. De vergel^king, waaruit de karakteristieke functie 
V moet gevonden worden , verkr^gt men door in 37in plaats 

van — - en -^ , en - — in te voeren, en damn r+L/=c7 

dt dt du^ cu^ 

Yt Tt 
die waarden door en r — te vervangen. 



62 






2 



Aldus 






2 Wj Wj -:^ + (a» ~ w 



rf< 



c2« 
waaroit volgt 

d Mj 2 Uj u^ Pi — (a* — u\ 

It "" 



u 






*' dt 



)pi 



2 Uj U2 



iw, 2«, UjPj — (a* — «?— mJ)Pi 



T= 



1 



2 U| Uj 
9« « twiWj(p»+p*) + (ui+uJ — a*)p, pjj. 
De vergelgking voor V wordt derhal?e 

I \d Ml / \a ttj / j ' ' d U| d Mj 

+ 2u,M,(tr_C) = 0. 



OVER DE RODENBERG^SCHE MODELLEN *) VAN 

KUBISCHE OPPERVLAKKEN, 

MET HISTORISCHE INLEIDING **). 

VOORDRACHT BESTEMD VOOR DE ALGEMEENE VERGADERING 
VAN HET WISKUNDIG GENOOTSCHAP VOOR HET JAAR 1892. 



DOOR 



D. J. EOBTEWEG. 



Terwgl ik mg voorstel straks over te gaan tot de bespre- 
king der Rodenberg'sche modellen van kubische oppervlak- 
ken, voornamelgk uit het oogpunt van den onderlingen 
samenhang hunner gedaanten, scheen het m^ niet onwen- 
schelgk vooraf in groote trekken de w:gze te schetsen, waarop 
de kennis verkregen is^ die ons in staat stelt een zoo vol- 
ledig overzicht te geven van de gestalten der kubische op- 
pervlakken, als thans meb behulp dezer modellen mogelgk is. 

Eene opmerking, die zich mg , terw^l ik met dit doel voor 
oogen den ontwikkelingsgang der wiskundige wetenschap 



*) Deze modellen z^n verkrygbaar bij de fir ma L. Bbill in Darmstadt. Op 
aanvrage verstrekt deze firma een catalogas met tamel^k nitvoerige beschrijving , 
naar welke enkele malen verwezen zal worden. 

**) Ten gevolge van de tegenwoordigheid van het eerelid van ons genootschap 
den heer Maurice D''OcAaNE, die een voordracht hield over zijn onlangs ver- 
schenen werkje; »NomograpAiet Ufs Calcuh itsueUeffectueeaaumoifendes(ibaquei\ 
Paris, Gauthier Villars, 1891 en de vele overige werkzaamheden , bleef op 
de vergadering de voorlezing der historisclie inleiding achterwege. 
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Yolgde, telkens opdrong en die ik daarom hier op den voor- 
grond wensch te plaatsen, is deze : dat gedarende zeer langen 
tgd de meetkunde der oppervlakken op wonderlgk v err en 
afstand die der ylakke krommen gevolgd heeft. Aan de groo- 
tere moeiel^kheid alleen kan dit wel niet geweten worden, 
wanneer men bedenkt, dat reeds in 1706 Newton zgne be- 
roemde >Opsomming van de krommen van den derden graad*' 
tot stand bracht, — dat in 1730 Beagelogne uitgebreide on- 
derzoekingen over de krommen van den vierden graad in 
bet licbt gaf, waarin den aard en bet maximale aantal bunner 
veelvoudige punten met groote scberpzinnigbeid wordt op- 
gespoord , een groot aantal vormen bescbreven , ja zelfs , eene 
stelselmatige indeeling op bet getouw gezet, zooal niet vol- 
tooid , wordt ; — ter wy 1 daarentegen de oppervlakken van 
den tweeden graad, die tocb betrekkel^k zoo gemakkel^k 
toegankelgk z^n, eerst in 1748 door Euleb op eenigszins 
voUedige w^'ze werden bescbreven. 

De verklaring van dit verscbgnsel moet wel voor een groot 
deel in gebrek aan belangstelling worden gezocbt, en dit 
gebrek was van de ouden overgeerfd. Voor zoover bunne 
werken tot ons overgekomen [1] *) zgn , vindt men boofdza- 
kelyk slecbts den bol , den kegel, den cylinder en de omwente- 
lingsoppervlakken der kegelsneden , — en deze laatste dan nog 
bgna uitsluitend uit bet oogpunt der inboudsvinding , — be- 
bandeld. Slecbts Pappus maakt eene uitzondering , waar big 
bet recbte scbroefvlak, door bem plectoidiscb oppervlak ge- 
noemd, bestudeert om eene stereometriscbe constructie der 
quadratrix te verkrijgen. Z66 weinig waren de Ouden in de 
kennis der oppervlakken gevorderd, dat zelfs de recbtlijnige 
bescbrgving der omwentelingsbyperboloide bun onbekend was, 
en de ontdekking daarvan voorbebouden bleef aan Ween, den 
bouwmeester der St. Pauluskerk, die bet bewgs dezer eigen- 
scbap, waarin b^ een middel zag om byperboliscbe lenzen 
te slgpen, in 1669 In de Pbilosopbical Transactions mede- 
deelde in eenige weinige regels, gebeel in den geest der Ouden 
gescbreven. 



*) Zie de aanteekeningen, achteraan dit opstel eplaatst. 
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Toen nu Descaetes in de eerste helft der zeventiende eeuw 
de machtige hulpmiddelen , die de coordiaatenleer levert , had 
doen kennen ; werden deze — en dit schgnt natuurlgk — 
Yoornamel^k aangewend op die gedeelten der wiskunde, waar- 
Yoor door de studie der Ouden reeds belangstelling was ge- 
wekt. Descartes zelf [8] geeft daarvan het voorbeeld, waar 
hg ruim een vgfde gedeelte zgner "pGdomitrie" aan een be- 
roemd problema wijdt, door Pappus vermeld. Slechts met 
enkele woorden wijst hij aan het eind van het tweede boek 
op de toepassel^kheid z^'ner methode ook op het onderzoek 
van ruimtekrommen , en begaat daarb^ eene grove fout [3]. 
Door geen zyner tydgenooten werd die fout ontdekt — en 
dit is misschien het sterkste bew^s voor de geringe be- 
langstelling, die ruimte-onderzoekingen toenmaals nog wek- 
ten — ; daaronder toch waren mannen als Robeeval, wien 
niets aangenamer was dan Descaetes op een onjaistheid 
te betrappen. 

Overigens staat ook de methode, volgens welke Descaetes 
de ruimtekrommen bestudeerd wil zien, niet geheel gel^k 
met de in veering van een ruimte-coordinatenstelsel. Hij wil 
namelgk voor die studie, in den geest der latere beschry- 
vende meetkunde, de beide projecties aangewend zien. 6e- 
woonl^k wordt aan van Schooten, naar aanleiding van het 
v^fde boek zgner in 1660 verschenen ^ Mathematiache 
Oeffeningen*' de eer dier invoering gegeven. Dit moet slaan 
op de XXIIe Afdeeling »Van kroranie linien van hooger ge- 
slacht uyt de snijding van een lichaam voortkomende". In 
die afdeeling, wier inhoud niet door van Schooten; maar, 
zooals deze uitdrukkel^k zegt: »v^f jaren geleden door den 
»seer vernuftigen ende mgnen byzonderen vriend Joh. Hudde 
> uytgevonden is", worden oppervlakken , ontstaande door de 
beweging van parabolen met evenw^dig bl^vende vlakken, 
loodrecht op die vlakken gesneden, en de vergel^kingen dier 
doorsneden opgemaakt. Wei worden hier vlakke coordina- 
tenstelsels op ruimteonderzoekingen toegepast, maar een 
ruimtestelsel wordt niet ingevoerd. 

De eerste , die dit w e 1 deed [4] en in de betrekking 

N. A. V. W. Di. XX. 5 
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de vergelgking van een oppervlak zag, was Parent. la een 
zijner T^lLssais et recherches de matMmatiques et de physique^' 
die het m^ niet gelukte onder de oogen te krijgen, moet 
onder anderen de vergelijking van den bol en van haar 
raakvlak te vinden z^n, benevens tamel^k lastige onderzoe- 
kingen [5] over ruimtekrommen. 

Merkwaardig is hefc echter hoe niettemin, in het eerst- 
volgende tydperk , — waarin de door Newton en Leibnitz ont- 
dekte analyse door Leibnitz, de gebroeders Bernouilli en 
anderen tot zoo groote ontwikkeling gebracht en op tal 
van problemen aangewend wordt, waarvan sommigen als van 
zelve tot uitbreiding op ruimteonderzoekingen uitnoodigen, — 
die uitbreiding als 't ware stelselmatig vermeden wordt, 
indien men althans onderzoekingen omtrent cylinder- en 
omwentelingsoppervlakken , welke weinig ruimte-inzicht ver- 
eischen , buiten rekening laat. Slechts ^en enkele maal [6] 
komt Jean Bernouilli er toe van de drie ruimtecoordinaten 
een spaarzaam gebruik te maken; het is, waar hig zich (het 
eerst in 1728) met het probleem der kortste lijn op een 
gegeven oppervlak bezig houdt. 

Zoo duurde het tot 1729, toen door den zestienjarigen 
Clairaut , wiens » Traiti dee courbes h double courbure" in 
1731 in druk verscheen, de nieuwe analyse op stelselmatige 
wijze op gebogen oppervlakken en ruimtekrommen werd toe- 
gepast. Hoewel dit werkje, als eene eerste schrede op dien 
weg , niet onverdienstel^k was , moet toch Euler als de man 
aangewezen worden, die , zoowel op het gebied der mechanica 
als der zuivere wiskunde, het ruimteonderzoek tot voile eere 
bracht, en Mongb als degeen, die, door zijne beschr^vende 
meetkunde, en niet minder door z^ne analytische ontdek- 
kingen, de hooge vlucht voorbereidde , welke dit ouderzoek 
in lateren tigd genomen heeft. 

Ondertusschen was het onderzoek der vlakke krommen van 
hoogere orde met groote schreden vooruitgegaan. Reeds 
Descartes had in z^ne »geometrie" die krommen op eigen- 
aardige w^ze in geslachten verdeeld; in het eerste geslacht 
de kegelsneden, in het tweede de krommen van den derden 



67 

en vierden graad , in het derde die van den v^fden en 
zesden, enzoovoort, b^'eenplaatsende [?]. 

Tot eene stelselmatige beschouwing der krommen van zgn 
tweede geslacht komt het echter bg Descartes niet. De ver- 
dienste daarop het eerst te hebben aangedrongen komtwaar- 
schgnlgk toe aan Johan db Witt. In de voorrede zijner 
T^Elementa curvarum linearum" [8] zet hg uiteen, hoe zgns 
inziens de vermenging van de theorie der krommen van het 
eerste geslacht met ruimtebeschouwingen , welke een gevolg 
is van hunne definitie als doorsDeden van den kegel, af te 
keuren . is. Deze afw^'king van den natuurlijken weg be- 
schouwt hg als de eenige reden , waarom tot dien t^d toe door 
niemand van de krommen van het tweede geslacht of nog 
hooger de w^'ze van ontstaan, de eigenschappen en de ^er- 
deeling in soorten was uiteengezet; terwgl de verschillende 
ontstaanswgzen der krommen van het eerste geslacht in het 
platte vlak, waarvan er eenige in zgn werkje worden be- 
handeld, het verstand en de verbeelding als 't ware van 
zelf tot de krommen van hooger geslacht voeren. 

Terwgl db Witt uitdrukkelgk zegt zijne onderzoekin- 
g e n ook tot de krommen van het tweede geslacht te hebben 
uitgestrekt, behandelen de "p Elemental ^ slechts die van het 
eerste; en zoo bleef het aan Newton voorbehouden het door 
DB Witt geschetste programma voor de krommen van den 
derden graad uit te voeren. In zgn voortreffel^ke ^jEViMmera^tfo 
linearum curvarum tertii ordinis*'* (1706) geeft Newton een 
nagenoeg voUedig overzicht van de onderscheidene gedaanten 
dier krommen. B^ zijne indeeling in niet minder dan twee 
en zeventig soorten, grondt h^ zich in de eerste plaats 
op den aard en het aantal der oneindige takken, en slechts 
in de tweede plaats op de aanwezigheid of afwezigheid 
van den even trek, op het optreden van een keerpunt, 
een dubbelpunt of een geisoleerd punt, en enkele andere 
minder gewichtige kenmerken. 

Deze — naar onze moderne inzichten — averechtsche 
wyze van indeelen, waarbg een minder belangrgk kenmerk 
op den voorgrond geschoven wordt, heeft langen tgd het 
verkrggen van eene overzichtelgke kennis van de gedaanten 
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der krommen en oppervlakken in den weg gestaan. En ge* 
makkeiyk was bet niet den draad te vinden , die uit dezen 
doolhof voerde; daar de moeilQkheid diep in het menschelyk 
voorstellingsvermogen wortelt. Aan dit voorstellingsvermogen 
kleeft toch uit eeu wiskundig oogpunt het gebrek aan, dat 
het een uiterst overdreven gewicht hecht aan de lyn en het 
vlak in het oneindige. Onzen aan maten gebonden geest 
deinst terug voor de voorstelling van het oneindige. Alleen 
de beoefening der nieuwere wiskunde verdrijft langzamerhand 
dien schroora en leert ons die overschatting af. 

Merkwaardig is het, dat het genie van Nbwton toch reeds 
den weg wees, die later ingeslagen werd, en wel door de 
mededeeling, zohder bew^'s , van het beroemde theorema , dat 
alle kubische krommen de perspectieven zijn van een der 
vyf kubische parabolen. Hoewel men stellig niet beweren 
kan — getuige de bewyzen door Clairaut [9] , Nicole [lO] , 
MuRDACH [11] en Pater Jacquibr \t1t] tusschen 1731 en 
1755 voor dit theorema geleverd — dat deze gewichtige ont- 
dekking van Newton aan de aandacht van het onmiddelliyk 
volgend geslacht is ontgaan, is toch de voile beteekenis er 
van voor de indeeling der krommen niet gevoeld v66r de 
ontwikkeling der moderne meetkunde. Zoo staat Eulbr, die 
in z^ne t^ Introductio in analysin infinitorum" (1748) de krom- 
men van den derden graad in zestien, die van den vierden 
graad in honderd vier en veertig soorten verdeelt, ge- 
heel op het thans verouderde standpunt. De bladzgden, door 
hem aan die indeeling gewijd, bevatten slechts eene dorre 
opsomming, voor de kennis der gedaanten zonder waarde. 
Verre staat hg hier bg Newton achter. 

Gunstig zou bg dit gedeelte van Euler's arbeid stellig 
Bragblognb's opsomming der krommen van den vierden graad 
afgestoken hebben , die hg zich voorstelde geheel in den geest 
van Newton's T^enumeratix)'* uit te voeren; maar het eerste ge- 
deelte, — het eenige waarvan dehoofdinhoud bekendisgewor- 
den en dat nog slechts een zeer bijzonder geval behandelde: 
dat van de krommen met een drievoudig punt in het onein- 
dige — verkreeg reeds zulk een omvang, dat de » Academic des 
sciences" voor de opneming in hare » memoires" terugschrikte [13], 
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Duidel^k is het, dat alleen de opkomst der projectieve 
methode, de beteekenis der oneindige takken en bladen tot 
hare juiste waarde terug voerende , hier uitkomst brengen kon ; 
en z^ deed dit reeds dadeliyk, ook voor oppervlakken , in 
de meest volkomene mate, toen Ponoblet aan bet eerste 
deel van zgn » TraiU dea propridtds projectives" (1822) een 
:^ Supplement sur les propridtds projectives des figures dans 
Vespace** toevoegde, waarin de theorie der homologe figuren 
uiteengezet werd; welke theorie voor ruiratefiguren dezelfde 
diensten bewiyst als die van het centraalprojecteeren voor 
ylakke figuren, en inderdaad niets anders is dan een pro- 
jecteeren van uit de vierde dimensie. Brengt men de z66 
geprojecteerde ruimtefiguren uit bun projectiviscben stand, 
dan ontstaat de nog iets gemakkel^ker te hanteeren verwant- 
schap der coUineatie (projectieve verwantschap), door Mobbius 
bet eerst van alien in zgn t^ Barycentrischer Calcul" (1827) 
bescbreven. 

Hoewel Eulbr reeds in 1748 aan bet slot van dat voor- 
treffelgke boofdstuk der t^ Introductio in analysin infinitorurrC\ 
waarin voor bet eerst de gestalten der kwadratiscbe opper- 
vlakken zicb voUedig aan bet menscbelgk oog ontbulden, 
enkele regels aan eene indeeling der kubiscbe oppervlakken , 
op gebrekkigen grondslag, wijdt; mag tocb veiiig gezegd 
worden, dat de gescbiedenis onzer kennis dier oppervlakken 
eerst omstreeks bet midden der tegenwoordige eeuw begint, 
wanneer z^ nagenoeg gel^kt^dig uit drie onderling onafban- 
kelgke bronnen ontspringt. 

In de eerste plaats zyn bet Salmon en CAYLKYdiemet 
elkander over die oppervlakken in briefwisseling geraken, 
b^ welke gelegenbeid Salmon bet aantal recbten bepaalt, die 
op ieder kubiscb oppervlak gelegen zgn. Als gevolg dier 
briefwisseling verscbgnt in 1849 in het » Cambridge and Du- 
blin mathematical Journal*^ (Vol. 4) een opstel van Caylby's 
band over die zeven en twintig recbten, waarin ook enkele 
b^'zonderheden omtrent hunne liggingsverboudingen aan 't 
licht worden gebracht. Onmiddell^k daaraan sluit zicb Syl- 
vbstek's p^ewichtige ontdekkincf [IJ:] van de ontbindbaarbeid 
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van het eerste lid van de vergelgking van het kubische op- 
pervlak in de som van vijf derdemachten , en in verband 
daarmede van het b^ het kernvlak behoorende vgfvlak. Een 
enkel woord strekke hier tot nadere toelichting. 

Onder het kernvlak van een kubisch oppervlak verstaat men 
de meetkunstige plaats der punten, wier kwadratische poolvlak- 
ken kegels zyn ; tevens is het de meetkunstige plaats van de 
toppen dier zelfde kegels [15], Blgkens Sylvester's onder- 
zoekingen bezit dit kernvlak in het algemeen tien dubbel- 
punten, welke niets anders z^'n dan de hoekpunten van een 
in het algemeen geheel onregelmatig vgfvlak [16] en wier 
kwadratische poolvlakken degenereeren in platte vlakken, 
welker snylgnen met de ribben van het vgfvlak samen- 
vallen. 

Uit het kubische oppervlak sngdt dit kernvlak de spino- 
dale kromme, dak is de grensliyn tusschen de negatief en 
de positief gekromde deelen van het oppervlak, op de mo- 
dellen overal door eene ongekleurde Ign aangegeven. De 
BRiLL'sche verzameling bevat drie modellen van deze kern- 
vlakken N°. 24 a en 5 en N°. 25, b^ welke echter het aantal 
dubbelpunten (hier alien kegelpunten [1?]) waarvan sommigen 
echter in het oneindige gelegen zgn) nog grooter dan tien 
is, dew^l ook de bijbehoorende kubische oppervlakken [19] 
kegelpunten bezitten, en met deze steeds kegelpunten in het 
kernvlak correspondeeren. 

In de tweede plaats is het Grabsman, die in 1852 de 
eerste projectieve ontstaansw^ze der kubische oppervlakken 
ontdekt [19] , door ze te beschouwen als de meetkunstige 
plaats der sngpunten der homologe vlakken van drie projec- 
tieve vlakkennetten. Nog grooter zoude de beteekenis dezer 
fraaie outstaansw^ze zijn , indien niet uit de onderzoekin- 
gen van Sturm [30] gebleken ware, dat wel is waar ieder 
kubisch oppervlak op [21] die wgze verkregen kan worden , 
maar dat somtijds daartoe onbestaanbare grondpunten en on- 
bestaanbare projectieve betrekkingen worden vereischt [23]. 

In de derde plaats trad Stbiner den Sl^ten Januari 
1856 voor de Berl^nsche akademie [23] op, om de uitkomsten 
mede te deelen van veeljarige onderzoekingen over kubische 
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oppervlakken. Na vier verschillende projectieve ontstaans- 
w^zen te hebben aangegeven, gaat h^ over tot de aanw^zing, 
zouder bew^s, der door hem daaruit afgeleide eigenschappen. 
Hoewel deze bjna alien reeds door Salmon, Caylby en 
Stlyebtbr aan het licht waren gebracht , beef t toch Steinbe's 
optreden groote beteekenis, omdat feitel^k zijne onder- 
zoekingen, en niet die van Grassmann, den stoot hebben 
gegeven tot de projectieve behandelingsw^'ze der kubische 
oppervlakken, in tegenstelling tot de meer analytische der 
Engelsche wiskundigen. Daarb^ is de tweede STBiNBu'sche 
ontstaansw^ze uit de doorsn^ding der homologe elementen 
van een vlakkenbundel en een bundel kwadratische opper- 
vlakken de vruchtbaarste gebleken. 

Na 1856 wedgveren de projectieve en de analytische me- 
thode ook op het gebied der cubische oppervlakken met elkan- 
der. Als een vrucht van de eerste, de projectieve methode, 
wgzen wg op Kudolf Sturm's voortreflfelgke monographic [34:] 
der kubische oppervlakken, in 1866 naast een arbeid van 
Orbmona door de Berlgnsche akademie met den Stbinbr- 
prys bekroond. Wat de tweede betreft, zgn het vooral de 
onderzoekingen van den Bern'schen hoogleeraar Schafli, die 
onze aandacht verdienen. In 1858 ontdekt h^ [35] de ge- 
wichtigste der liggingsbetrekkingen tusschen de zeven en 
twintig rechten, die namelgk der zoogenaamde dubbelzessen, 
welke daarom zoo belangr^k is, omdat z^ veroorlooft op 
zeer eenvoudige wijze met behulp van eene dier rechten en 
van v^f anderen, die haar sn^den maar overigens willekeurig 
geuomen kunuen worden , de een en twintig overigen te con- 
strueeren (36). En niet minder belangr^k is de indeeling 
van het algemeene kubische oppervlak in v^f hoofdsoorten 
naar het aantal bestaanbare rechten en drievoudige raak- 
vlakken, die h^ in dezelfde verhandeling tot stand brengt; 
welke indeeling in 1862 door hem wordt voortgezet [27] door 
ze ook uit te breiden over de bijzondere oppervlakken met 
dubbelpunten van verschillenden aard en aantal ; bg welke ge- 
legenheid zich twee hoofdsoorten van kubische regelvlakken 
vertoonen, waaraan Oaylet een derde overgangssoort toevoegt. 
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Hoe voortreiBfelgk echter deze onderzoekingen van Schafli 
ook mogen z^n, voor oogen stellen doen zg ons de 
gestalten der kubische oppervlakken niet. Dit gelukte, altlians 
wat de v^f hoofdsoorten betreft, het eerst in 1873 [28] aan 
Felix Klein, en wel ten gevolge z^ner ontdekking, datdeze 
soorten alien uit bet oppervlak met vier kegelpunten kunnen 
verkregen wordeu door aan elk dier kegelpunten of eene 
scheiding of eene verbinding der aldaar samenkomende bla- 
den te bewerkstelligen ; terwyl oppervlakken eener zelfde 
soort vloeiend in elkander over kunnen gaan zonder een 
kegelpunt of geisoleerd punt te passeeren, zoodat z^ alien 
^enzelfde w^ze van samenhang moeten vertoonen. 

Grooten dienst bewezen daarby aan Klein de toen reeds 
bestaande modellen van kubische oppervlakken. In 1869 werd 
het eerste gypsmodel van zulk een oppervlak, met de zeven 
en twintig rechten alien bestaanbaar, door Wiener onder 
leiding van Olbbsch vervaardigd en in vele exemplaren ver- 
spreid [29]. In 1872 construeerde Neesen het eerste model 
met vier kegelpunten , en Weilbe het zoogenaamde diagonaal- 
vlak van Olebsch, en een tweede oppervlak met vier kegel- 
punten in andere ligging ten opzichte van het vlak in het 
oneindige [30]. 

In 1877 eindel^k vatte Carl RoDENBERa, na voltooiing 
van zijne voortreflfelyke verhandeling , waarin hg eene nieuwe 
van de ScHAFLi'sche eenigszins afwgkende indeeling der ku- 
bische oppervlakken naar gelang van de eigenschappen van 
hun vgfvlak doorvoerde [31], het voorneraen op tot de ver- 
vaardiging der bij de firma L. Brill te Darmstadt verkrgg- 
bare iQodellenverzameling [32] , tot wier nadere bezichtiging 
wg thans overgaan *). 

Wg beginnen die bezichtiging met de modellen (2) , (3) , 
(4), (5) en (6), welke alien oppervlakken met vier, dat is. 



*) Bij hetgeen thans Tolgt, wordt de aanwezigheid der modeUen ondersield; 
zonder deze kan het slechts gedeeltelijk verstaanbaar zijn. De modellen bevinden 
zich onder anderen in de verzamelingen der Universiteiten van Leiden, Groningen en 
AoiBterdam. Zie voor elk der modellen in het bizonder de lijst achter het naschrift. 
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met het maximale aantal kegelpuntea voorstellen. Zulke op- 
pervlakken z^'n alien onderling projectief, dat wil zeggeo , 
z^ kunnen als de perspectieven van een zelfde oppervlak 
van uit de vierde dimensie beschouwd worden. Desch^nbaar 
groote verschillen in hunne gestalten zyn dus te danken aan 
hunne verschillende ligging ten opzichte van het vlak in het 
oneindige [33]. 

Wg kiezen er dus een ter nadere beziehtiging uit, en wel 
model (2) , dat overeenkomt , alfchans wat de liggiug van het 
vlak in het oneindige betreft, met het door Nebsbn in 1872 
naar Klein's aanw^zingen geconstrueerd model. Hefc bestaat 
uit een soort kromvlakkig tetraeder met rondgeslepen ribben, 
aan de vier hoekpunten samenhangende met een tweede zich 
in verschillende richtingen naar het oneindige uitstrekkeud 
geheel samenhangend blad. Het eerste of tetraeder-blad, 
zooals w^ het voortaan noemen zullen, is positief gekromd 
in tegenstelling met het tweede, dat negatieve kromming 
vertoont [34]; en hierin ligt een gemakkelgk middel om 
de beide bladen in de prpjectief vervormde mpdellen terug te 
vinden. Het oppervlak bevat voorts zes rechten, die met de 
ribben van het tetraeder overeenkomen , en zich natuurlyk 
over het andere blad voortzetten. leder dezer rechten moet 
als viervoudig beschouwd worden. Daarnevens vindt men op 
het tweede blad nog drie rechten , die e n k e 1 tellen ; der- 
halve in het geheel 6 X 4 + 3 = 27. 

Ten einde nu den samenhang van model (2) met de pro- 
jectief vervormde modellen te toonen, beginnen w^ met in 
model (2) het vlak, basisvlak, aan te wgzen, dat in 
het nieuwe model in het vlak in het oneindige over zal gaan. 
Laten w^ dit basisvlak in horizontalen stand van uit de hoogte 
nederdalen , dan begint aanvankelijk in het projectieve model 
datgene , wat wg het kroml^nige bovenvlak van het tetraeder- 
blad zouden kunnen noemen, te zwellen; zooals model (7) 
van eene andere serie [35] , serie H , dit veraanschouwelgkt. 
Wordt dit bovenvlak door het basisvlak bereikt en vervol- 
gens gesneden, dan strekt het zich in het projectieve model 
tot in het oneindige uit, terw^l terzelfder tiyd van uit de 
diepte een nieuw blad zonder eindigen samenhang met hei 
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overige oppervlak opgerezen is. Deze toestand wordt door 
model (3) voorgesteld. Een kleine holte aan den onderkaut 
vertegenwoordigt het nieuw opgerezen blad. 

Geheel anders wordt de gedaante , als het basisvlak daarna 
beneden de drie hoogst gelegen kegelpunten daalt. Dan ont- 
staat model (4), waar het tetraederblad bestaat uit een kegel- 
vormig gedeelte, dat zich naar het oneindige omhoog heft, en 
yerder uit de holte, die aan den onderkant van het model 
zichtbaar wordt en de drie andere kegelpunten vertoont. 

Daalt eindel^k het basisvlak ook beneden het vierde kegel- 
punt, dan ontstaat model (5). 

Natuurl^k z^n hiermede de verschillende standen van het 
basisvlak niet uitgeput. Model (6) vertegenwoordigt nog een 
auder belangr^k geval, waarb^ het basisvlak in model (2) 
in schuinen stand is aangebracht, zoodanig dat van de vier 
kegelpunten van het tetraederblad twee aan de eene, twee 
aan de andere zgde vallen. De tetraederruimte gaat op die 
w^ze over in twee zoogenaamde dakruimten (een er van is 
slechts aan de ouderzgde zichtbaar), kenbaar wederom aan 
de positieve kromraing van hun oppervlak [36]. 

W:y keeren nu terug tot model (2) om nader aan te w^zen 
hoe daaruit, volgens de methode van EjiBiN, de vgf hoofd- 
soorten kunnen worden afgeleid. Zooals gezegd is, geschiedt 
dit door aan de kegelpunten afwisselend of scheiding 5f ver- 
binding tusschen de aldaar samenkomende bladen te bewerk- 
stelligen. Neemt men in aanmerking, dat de vier kegelpunten 
onder elkaar gel^kwaardig zijn, dan komt men op die w^'ze 
tot v^f hoofdsoorten ; namel^k de eerste door vier verbin- 
dingen; de tweede door drie verbindingen en eene schei- 
ding ; de d e r d e door twee verbindingen en twee scheidingen; 
de vierde door een verbinding en drie scheidingen; de 
vgfde door vier scheidingen. Behalve door de wgze van 
samenhang [37] onderscheiden zich deze v^f hoofdsoorten 
van elkander door het aautal bestaanbare rechten. 

Terwijl namelgk bg het geleidelijk vervormen van een 
kubisch oppervlak dit aantal alleen b^ het passeeren van een 
kegelpunt verandert, en dus yoor alle oppervlakken , die tot 
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dezelfde hoofdsoort behooren, gel^k is; heerscht bg het 
passeeren van een kegelpunt deze eenvoudige wet, dat elke 
bestaanbare rechte, die door het kegelpunt gaat, zich bg 
verbinding in twee bestaanbare rechten splitst, bg 
scheiding in twee onbestaanbare. 

Beschoiiwen wg nu de eerste hoofdsoort, in de model- 
lenverzameling vertegenwoordigd door model (1), het zooge- 
naamde diagonaalvlak van Clbbsch [BS]. ledere tetraeder- 
ribbe van model (2), welke twee kegelpunten verbindt, splitst 
zich bg het tot stand komen der verbindingen eerst in tweeen 
en daarna nogmaals. Hit de zes tetraederribben ontstaan dus 
vier en twintig rechten, derhalve met de drie enkelvoudige 
in het geheel zeven en twintig bestaanbare rechten. 

Bg de tweede hoofdsoort, waar eene scheiding optreedt, 
vervallen twaalf dezer rechten, zg telt dus vgftien bestaan- 
bare rechten. 

Bg de derde wordt slechts eene tetraederribbe in bestaan- 
bare rechten gesplitst. Er zgn dus zeven rechten. 

Bg de vierde met drie scheidingen en eene verbinding, 
en bg de v g f d e met vier scheidingen, blgven alleen de drie 
enkelvoudige rechten over. Beide soorten onderscheiden zich 
echter daardoor, dat bg de vijfde een geisoleerd blad uit 
het tetraederblad ontstaat. Deze soort is dus de eenige, welke 
twee bladen vertoont. 

Terwgl van de vgf hoofdsoorten in onze modellenverzame- 
ling alleen de eerste vertegenwoordigd is, bevat zij daaren- 
tegen zeven tien modellen van bijzondere oppervlakken , 
die zich door dubbelpunten van meer of minder bgzonderen 
aard onderscheiden, en daarbg overgangen tusschen twee of 
meer hoofdsoorten vormen. 

Wg beginnen met twee modellen, waarop tweevlakspunten 
voorkomen, dat wil zeggen zoodanige kegelpunten, waar de 
kegel der raaklgnen in twee platte vlakken gedegenereerd 
is. Van deze punten zgn twee soorten te onderscheiden, naar 
gelang die beide vlakken onbestaanbaar of bestaanbaar zgn. 

De gedaante, die het tweevlakspunt in het eerste geval 
aanneemt, is zeer eenvoudig en wordt door model (11) voor- 
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gesteld. Het is duidelgk, hoe dit model ontstaan kan door 
in model (2) de drie bovenste kegelpunten los te maken en 
vervolgens het tetraederblad door het pverblgvende kegel- 
punt als het ware te laten opslorpen [39]. 

Van ingewikkelder gedaante is het tweevlakspunt van de 
tweede soort. De drie figuren 1, 2, 3 (zie plaat III) helderen die 
gedaante en hare beteekenis op [40]. De middelste stelt het 
tweevlakspunt zelf voor. De beide anderen verduidelgken, het- 
geen gebeurt, wanneer een gewoon kegelpunt door den twee- 
vlaksvorm wordt heengevoerd. Wg vestigen er de aandacht 
op, hoe dit gepaard gaat met het opslorpen, als 't ware, eener 
dwarsopening , welke daarna, anders gericht, terugkeert. 
Daarop lettende, zal men inzien hoe uit model (2) een op- 
pervlak met een tot drie tweevlakspunten ontstaan kan, 
door b^ voorbeeld by het onderste kegelpunt verbinding te 
bewerkstelligen en daarna een of meer der openingen, waar- 
van er zich nu onder ieder der overblgvende kegelpunten 
e^ne bevind, tot verdw^nens toe samen te trekken. 

Doet men dit op symmetrische w^ze by alle drie, dan 
ontstaat model (9) [41] , waaraan het maximale aantal , na- 
melyk drie tweevlakspunten, aanwezig zyn. 

Zet men vervolgens deze vervorming, die van model (2) 
tot model (9) gevoerd heeft, verder voort, waarbg de kegel- 
punten het tweevlakkig karakter weder verliezen, dan ont- 
staat het oppervlak belichaamd door model (7) [4:3j. 

Van ditzelfde oppervlak is een tweede model, namelyk 
model (8), aanwezig, dat als het negatief van het vorige 
kan worden beschouwd , dat wil zeggen , dat de ledige ruimte 
van het een , met de met gips gevulde van het andere over- 
eenstemt. Bovendien is model (8), vergeleken.met model (7), 
onderste boven gekeerd. 

Van dit model (8) uitgaande, is het gemakkelyk in te zien 
hoe daaruit , door samen trekking van den driehoek der kegel- 
punten tot een enkel punt, het model (16) [43] verkregen 
kan worden. Hefc hier voorkomende bgzondere punt, uit het 
samenvallen van drie kegelpunten ontstaan, is een zoogenaamd 
eenvlakspunt , dat wil zeggen, een tweevlakspunt waarvan, 
de beide vlakken samengevallen zijn. 
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Wq keeren thans weder terug tot model (2) , het opper- 
vlak met vier kegelpauten. Deze vier kegelpunten vormen in 
het algemeen de hoekpunten van een tetraeder. Dit tetraeder 
kan echter op verschillende wgzen ontaarden. Behalve derde- 
graadskegels en degeneraties tot platte vlakken en kwadra- 
tische oppervlakken kannen daarb^ nog eenige nieuwe vormen 
van kubische oppervlakken ontstaan, die dus strikt genomen 
als b^zondere gevallen van het oppervlak met vier kegelpun- 
ten kunnen worden beschouwd [44]. 

Vooreerst kunnen twee hoekpunten van het tetraeder, dus 
twee kegelpunten van het oppervlak, tot een b^zonder soort 
van tweevlakspunt samenvallen. Dit is geschiedt in model 
(12) [45]. 

In de tweede plaats kunnen er drie samenvallen tot een 
nog meer b^'zonder tweevlakspunt [46] , zooals in model (15). 

In de derde plaats kunnen de hoekpunten twee aan twee 
samenvallen in de beide klempunten van een kubisch regel- 
vlak met bestaanbare klempunten , waarb^' de vereenigingsl^n 
de dubbellgn van het regelvlak vormt, terwgl het tetraeder- 
blad in het geisoleerd gedeelte dier dubbellgn is overgegaan. 

Zulk een regelvlak [47] wordt voorgesteld door model (21). 
Als bgzonder geval hiervan moet het regelvlak beschouwd 
worden , waarb^ de beide klempunten tot een enkel punt sa- 
raengevallen zyn, vertegenwoordigd door de beide modellen 
(22) en (23) [48]. Dit laatste vormt tevens den overgang 
tot de regelvlakken met onbestaanbare klempunten, welke 
hier nog niet ter sprake kunnen komen. 

Ten einde den geregelden gang der uiteenzetting niet te 
storen, lieten w^ nog een zevental modellen onbesproken. 

Model (10) [49] vertegenwoordigt een oppervlak met e^n 
enkel tweevlakspunt. Uit model (2) wordt het verkregen door 
drie verbindingen aan te brengen en in het overblyvende 
kegelpunt ^ene opening samen te trekken. De gedaante is 
eenigszins moeilijk als hiermede overeenkomstig te herkennen, 
omdat tot vlak in het oneindige een drievoudig raakvlakge- 
kozen is , bevattende dus drie rechten en rakende aan de beide 
bg deze afleiding uit model (2) overgebleven openingen. 
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Model (13) [50] is in zekeren zin de tegenhanger van 
model (12). Het bevat namelgk, evenals model (12), een twee- 
vlakspunt, ontstaan door het samenvallen van twee kegel- 
punten, en bovendien nog twee dubbelpunten. Deze laatsten 
zgn echter onbestaanbaar. In dc algemeene gedaante is van 
zuike onbestaanbare dubbelpunten weinig te bespeuren. Mo- 
del (13) kan ontstaan gedacht worden door in model (2) twee 
sclieidingen te bewerkstelligen , en het vroegere tetraeder- 
blad vervolgens van uit de twee overgebleven kegelpunten 
op te slorpen tot deze kegelpunten samenvallen. 

Model (14) [61] kan uit (12) worden afgeleid door een 
der kegelpunten door een verbinding te vervangen, en dan 
in het reeds aanwezige tweevlakspunt eene der aanliggende 
openingen op te slorpen. 

Model (17) [62] is de tegenhanger van model (16). Ook 
hier toch komen drie dubbelpunten tot een eenvlakspunt 
samen. Terw^l echter b^ model (16) deze dubbelpunten uit 
drie kegelpunten bestaan, z^n het hier twee onbestaanbare 
dubbelpunten, die alleen op het oogenblik van samenvallen 
bestaanbaar worden, en een geisoleerd punt. De afleiding uit 
model (2) kan op verschillende wgzen geschieden, bg voor- 
beeld door het aanbrengen van drie scheidingen en het op- 
slorpen op eene zeer b^zondere wgze van het tetraeder- 
blad. Echter kan men ook twee scheidingen volvoeren en 
de beide overige kegelpunten gedurende het opslorpen laten 
bestaan. 

Model (18) [63] ontstaat uit model (16) door het opslorpen 
van eene opening in het eenvlakspunt. 

Worden daarentegen, uitgaande van model (16), twee 
openingen op symmetrische wijze opgeslorpt, dan ontstaat 
model (19) [64]. Op dit model vertoont zich slechts 66ne 
rechte, in welke echter alle zeven en twintig rechten van 
het algemeene kubische oppervlak b^'een gelegen z^n. 

In model (20), het regelvlak met onbestaanbare klem- 
punten [4:7], hebben wg den tegenhanger van model (21) 
te zien. Dit oppervlak is dus een bgzondor geval van het 
oppervlak met vier onbestaanbare dubbelpunten, welke dub- 
belpunten, hier onbestaanbaar bl^vende, twee aan twee in 
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de klempunten samengeyallen z^'n. In algemeene gedaante 
en wgze van samenhang behoort het lot de oppervlakken , 
die uit model (2) door drie scheidingen en eene verbinding 
worden afgeleid, en gaat bg iedere geringe verandering der 
coefficienten, zoodra de dubbell^n verloren gaat, daarin 
over [55]. 



AANTEEKENINGEN. 

[1] Zooals bekend is, heeft Euclidbs » toto/ xpo^ €7ri^aveixv^\ 
»Meetkundige plaatsen op het oppervlak" geschreven, die 
verloren zgn. 

[2] Ook Fbrmat, die onafhankelijk van Descartes de 
coordinatenleer ontdekte, zag, blgkens z^ne "Ptsagoge ad locos 
ad 8uper/lc{em^% onlangs in deel I der uitgave door Tannery 
zgner Oeuvres complkes" verschenen, de toepassel^kheid op 
de ruimte in, en ging daarbij zelfs, naar het sch^nt, vr^ 
wat verder dan Descartes. 

[3] De font bestaat daarin, dat Descartes meent, dat een 
loodlgn op de ruimtekromme op een gegeven punt kan wor- 
den aangebracht door — om in de taal der beschrigvende meet- 
kunde te spreken — loodl^nen op de projecties op te richten 
en de doorsnede der projecteerende vlakken te bepalen. 

[4] Misschien dus Fbrmat uitgezonderd , wiens »isagoge" 
ik tot heden nog niet heb kunnen inzien. 

[5] Zie daarover Chasles, i^Apergu historique sur Vorigine 
et le developpement des mdthodes en G4ometrie^\ Bruxelles, 1837. 
Het schgnt dat in Parent's verhandeling reeds oppervlakken 
van den derden graad ter sprake komen. 

[«1 Opera Omnia, T. IV, p. 108. 

[7] De oorzaak van deze indeeling, die zich eenigen t^d 
staande hield, bl^kt uit de laatste regels van het laatste 
hoofdstuk der » Gdomdtrie^\ Bg de behandeling der graphische 
oplossing van de hoogere machtsvergel^kingen tot en met 
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den zesdea graad, heeft Dbscabtbs de wortels der vierde- 
machtsyergelgkiDg uit de doorsa^ding van een cirkel met een 
parabool, die der zesdemachtsvergelijkiug van een cirkel met 
een derdegraadskromme verkregea. Dezelfde constructies voe- 
ren respectievelyk tot de oplossing der derdemachts- en v^fde- 
machtsvergel^kingen , zooals gemakkelgk is in te zien, als 
men deze vergelgkingen met de onbekende vermenigvuldigd 
en dan als b^zondere gevallen der vierde- en zesdemachts- 
vergel^king beschouwt. Deze behandeling generaliseerende 
en de graphische oplossing der 2 n^^ machtsvergel^king tot 
de doorsnijding van een cirkel met een w^e graadskromme 
terugbrengende, acht Descartes de moeilykheden verbonden 
aan het oplossen der 2 n'^^ en der 2 w — l^e macbtsverge- 
l^king aan elkander gel^k, en deelt in overeenstemming daar- 
mede krommen van deze graden b^ betzelfde geslacbt in. 

[8] JOHANNIS DE WiTT, Elemetita Curvarum linearum, edita 
opera Frandsci a Schooten, Amstelredami ^ apud Ludovicum 
et Danielem Elzevirios, 1659, opgenomen in Renati Des- 
Cartes Geometriae^ pars secunda, 

[9] Mimoires de VAcaddmie des Sciences^ 1731. 

[lO] Mdmoires dc VAcad4mie des Sciences^ 1731. 

[11] Newtoni Genesis curvarum per umbras, Lond, 1746. 

[12] Elementi di perspettiva ^ Roma, 1755. 

[13] De eerste , zeer belangrgke , onderzoekingen van Bra- 
GBLONGNB over de krommen van den vierdon graad vindt men 
in de ^Mdmoires de VAcad4mie des Sciences'' van 1730 en 
1731. Van het eerste gedeelte der ontworpen stelselmatige 
opsomming verscheen een overzicht in de i^Histoire deVAca- 
ddmie van 1732. Aan het slot van dit overzicht leest men: 
» On ne trouvera point dans les Mdmoires celui pour lequel 
» tout cet article a iti fait, Comme cette tliiorie des lignes du 

> 4® Ordre devait encore dans la suite s'dtendre heaucoup , VAca- 

> d4mie , de concert avec M. Vahbi de Bragelogne jugea qu'il 
» dtait plus a propos de /aire du tout ensemble un volume , 
»9uf paraitrdt sdparemment.^' Dit afzonderlgk deel is nimmer 
verschenen. 

[14] Cambridge and Dublin math. Journal, Vol. 6. Het 
theorema wordt daar echter zonder bewgs medegedeeld. 



81 

[15] Zooals bekend is, vallen deze beide meetkunstige 
plaatsen yoor oppervlakken van hoogeren graad dan den 
derden niteen, en worden dan de oppervlakken van Hbsse 
en Stbinbb genoemd. 

[16] Is Oj ^J + ^2 ^l "f" ^3 ^3 + ^4 ^4 4" ^5 •'^^s '^^ ^ ' alwaar 
a?j, . . . .»5 lineaire functies der coordinaten voorstellen , de ver- 

gel^king van het kubische oppervlak , dan vormen a?^ = , 

a?2 = , ^5 = de vgf zgvlakken van het vglVlak. Deze 

z^vlakken kunnen evenwel twee aan twee onbestaanbaar en 

ook , b^ b^zondere oppervlakken , onbepaald worden. De uit- 

voerigste studie over dit vgfvlak leverde C. Rodbnberg, i/a- 

thematische Annalen, Bd, 14, 1879, S, i6 ^ Zur Classijication 

der Fldchen dritter Ordnung^ in welke verhandeling eene 

classificatie der kubische oppervlakken naar den aard van 

het v^f^lak tot stand wordt gebracht. 

[17]. Deze benaming gelde hier en elders als tegenstelling 
tot de geisoleerde en de onbestaanbare dubbelpunten. 

[19] By 24a en 245 behoort een kubisch oppervlak met 
vier kegelpunten, bg 25 een met drie. Zie voor meerdere 
b^zonderheden den Catalog Mathematischer Modellen fur den 
hoheren mathematischen Unterricht von L. Bbill in Darmstadt. 
Dritte Auflage^ S. 33 en de b^ de modellen gevoegde ver- 
handeling van Dr. Gael Rodet^bebo, getiteld: Modellen von 
Fldchen dritter Ordnung. 

[19] In Crelle's Journal j Bd. 49. 

[I80] R. Stubm, Synthetische Untersuchungen ilber Fldchen 
dritter Ordnwng. Leipzig^ Teubner^ 1867. Aldaar S. 317. 

[IKl] Zooals reeds door Gbassmakn uit het aantal beschik- 
bare standvastigen was afgeleid. 

[ZZ] Deze z^n namel^k noodig om de v^fde hoofdsoort, 
die met het geisoleerde blad , te kunnen verkr^gen. lets der- 
gel^ks doet zich reeds b^ de kwadratische oppervlakken voor, 
waar natuurlgk wel de eenbladige hyperboloide , maar niet 
de tweebladige of de ellipsoide, door de doorsn^'ding van 
de homologe vlakken van projectieve vlakkenbundels met 
bestaanbare assen verkregen worden kan. 

[ZB] Monatsberichte der Koniglichen Preuss, Akademie der 
Wissenschaften zu Berlin j 1856, S. 50. 

N. A. T. W. DL XX. 6 
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[34:] Aangehaald b^ aanteekening [30]. 

[186] Quarterly Journal^ VoL 2, p. 56 — 65 en 110 — 120. 

[26] Twaalf rechten a^, a^, Og, a^, «X5, ae? ^i» ^2 » ^3 j 
^4 » ^5 » ^6 > vormen eene dubbelzes , wanneer iedere a of 6 
iedere 5 of a, behalve de gel^kgenummerde , sn:gdt, en de 
overige kruist. Zie voor de bedoelde constructie Salmon, 
Analytische Geometrie des Raumes , deutsch von Fiedlbb , II 
Theil, § 309, {dritte Auflage). 

[27] In de Philosophical Transactions^ VoL 153,/). 198(1863). 
In onze laatste aanteekening komen w^ op de indeelingvan 
ScHAPLi terug, om aan te w^zen, welke der door hem on- 
derscheiden soorten door de BRiLL'sche modellen vertegen- 
woordigd worden. 

[28] Mathematische Annalen^ Bd. 6 , 1873, S. 551. 

[29] Vergelgk omtrent een nog vroeger vervaardigd model , 
Salmon-Fiedlbr , Analytische Geometrie des Raumes , II Theil, 
Note (155), {dritte Aujlage). 

[30] Zie over deze modellen Nachrichte der Kon. Ges. 
der Wissenschaften zu Gottingen^ 1872, S, 402. 

[31] Zie onze aanteekening [16]. 

[32] Bl^kens eene m^ door de firma Brill welwillend 
gegeven inlicbtiog, z^*n de modellen, althana die van de bier 
besproken reeks oppervlakken , ontstaan door werkelgke be- 
rekening van coordinaten, en voorstelling van deze door 
reeksen vertikaal geplaatste reepjes zinkblik door borizontale 
reepjes verbonden, terwgl de overgebleven vakjes met klei 
werden aangevuld. 

[33] Althans in hoofdzaak , dew^'l namel^k met beboud van 
dezelfde ligging ten opzichte van bet vlak in bet oneindige, 
bebalve verplaatsing en spiegeling slecbts nog afiSne yervor- 
ming mogel^k is, welke neerkomt op evenredige dilataties 
van in bet algemeen ongel^ke grootte in drie onderling lood- 
rechte ricbtingen. 

[34] Met uitzondering , zoowel op bet tetraederblad als 
op bet tweede blad , van de viervoudige recbken , welke de 
kegelpunten verbinden, en langs welke de eene boofdkrom- 
testraal oneindig groot is. Deze vormen te samen de overal 
dubbeltellende spinodale Ign. 
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[3ft] Dit model is uitgevoerd door J. Bagherach, zie de 
Gatalogas der firma Brill, S. 5. Bg het model behoort eene 
korte beschrgving door J. Bacherach, gedateerd 1877. - 

[30] De symmetrie, welke in dit model heerscht, is ver- 
kregen door het basisvlak in model (2) eYenw]gdig met twee 
overstaande ribben van het tetraederblad en halfweg tasscben 
deze beide te plaatsen. 

[37] De w^ze van samenhang wordt gekenmerkt door het 
aantal bladen en het cyclomatisch getal. Dit laatste getal 
geeft het aantal onderling onafhankelyke kringtrekken aan, 
die in de afzonderlgke ruimten , waarin het opperylak de on- 
beperkte ruimte verdeelt^ aanwezig zgn. Let men daarbg zoo- 
wel op de binnen- als op de buitenruimte , die tronwens by 
een oppervlak van oneven graad door het oneigenlyke vlak 
been met elkander verbonden zyn, en dns (denk aan het een- 
Youdigste geval, dat van een plat vlak) als men doorgang 
door het oneindige toelaat, niet van elkander onderscheiden 
kunnen worden, dan is dit getal steeds even. Wanneer by 
het geleidelyk yervormen van een opperylak een kegelpnnt 
in de richting scheiding — verbinding wordt gepasseerd , dan 
yermeerdert het cyclomatisch getal met twee, of wel het 
aantal bladen yermindert met den. Wat de kubische op- 
perylakken betreft, is het gemakkelyk in te zien, dat het 
cyclomatisch getal der yierde en yyfde hoofdsoort nul is, 
dat der derde 2, der tweede 4, der derde 6. Stelt in het* 
algemeen pk het oyerschot yan het aantal kegelpanten yoor, 
die by de yeryorming yan eenig willekeurig opperylak in de 
richting scheiding— yerbinding boy en dat yan diegene welke 
in tegengestelde richting gepasseerd zyn ; pi het oyerschot 
yan het aantal geSsoleerde pun ten, gepasseerd in de richting 
der yorming yan een nieuw blad boyen dat yan de in tegen- 
gestelde richting gepasseerde geisoleerde panten; yerder c^ 
het oude cyclomatisch getal, c^ het nienwe; 5^ het oude aan- 
tal afzonderlyke bladen, b^ het nienwe; dan is steeds 

i c^ — b^ = i c^ — b^ + Pk —pi. 

[39] Wy zwygen hier opzettelyk oyer de byzonderheden , 
die dit opperylak yan andere opperylakken derzelfde hoofd- 
soort onderscheiden. Ziet men af yan de omstandigheid, welke 
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hiertoe behoort , dat de y^ftien roode rechte l^nen elkander drie 
aan drie in tien osculatiepanten van bet oppervlak sn^den, 
dan geefb dit model een jnist beeld van de liggingsbetrek- 
kingen der zeveu en twintig recbten van bet algemeene 
oppervlak. De twaalf witte l^nen (de l:ynen met onbestaan- 
bare plooipunten) yormen namel^k eene dubbelzes (er z^n 
36 van zalke dubbelzessen aan te w^zen) , en z^n in over- 
eenstemming daarmede op bet model door 1 — 6 en door 
r — 6' aangedaid. ledere l^n zonder accent snijdt das aide 
geaccentueerde , bebalve de eene gelykgenummerde, en omge- 
keerd. Op bet model liggen zes dier sn^punten ecbter in 
bet oneindige, zoodat 1 en 5', 2 en 6', 3 en 1', 4 en 2\ 
5 en 3', 6 en 4' evenwfldig loopen. De overblgvende vgftien 
roode l^nen (die met bestaanbare plooipunten) z^n door twee 
c^fers^ b:gv. (3, 6) aangedaid, 't geen zeggen wil, dat de 
bedoelde lijn zoowel met de lignen 3 en 6^ als met del^nen 
3' en 6 van de dubbelzes een drieboek vormt. 

[30j Het door dit model voorgestelde oppervlak ligt dus 
op de grens tusscben de yierde en y]yfde boofdsoort, dat wil 
zeggen, alleen deze beide boofdsoorten z^n er door geringe 
vervorming uit af te leiden. 

[40] De beide eerste z:yn overgenomen uit Elbin's in aan- 
teekening [d9] aangebaalde verbandeling. De derde wordt door 
bem aan de verbeeldingskracbt van den lezer overgelaten. 
Z^ scbeen m^ ecbter, tot yerduidel:yking van 't geen KleIn 
in § 4 aantoont, en ter vergemakkel^king van de voorstel- 
ling van 't geen eigenl:yk b^ den doorgang van een kegel- 
punt door den tweevlaksyorm plaats vindt , geenzins overbodig 
toe. W^ vestigen er tevens de aandacbt op , boe uit deze 
figuren duidel^k bl:ykt, dat in een tweevlakspunt in bet al- 
gemeen drie der raakvlakken van uit een gegeven l:yn aan 
bet algemeene oppervlak gebracbt, tot samenvalien komeu, 
(twee voor bet kegelpunt en een voor de opgeslorpte opening) 
en dus de klasse met drie verlaagd wordt door de aanwezig- 
beid van zulk een punt, De bekende scbrgfwyze Op, B^, U^ 
voor kegelpunten (of geisoleerde punten) , tweevlaks- en een- 
vlakspunten , die de klasse p verlagen , zal in de volgende 
aanteekeningen worden toegepast. 
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[4:1] Dit oppervlak ligt op de grens der eerste, tweede, 
derde en vierde hoofdsoort. Het is, wegens de aanwezigheid 
van drie Bg's van de (12 — 9)® of derde klasse. De z^den 
van den driehoek, waarvan de tweevlakspanten de hoek- 
punten voroien, tellen voor negenvoudige Ignen van dit op 
pervlak. In elk van hen is tot samenvallen gekomen 1^. een 
viervoudige vereenigingslign van de kegelpunten van model 
(2); 2^. twee tweevoudige l^nen, ontstaan door de splitsing 
der viervoudige l^nen, die in model (2) het onderste kegel- 
pant met de overige kegelpunten verbinden ; 3^. een enkel- 
voudige l^n vau den driehoek van enkelvoudige l^nen in 
model (2), welke driehoek b:g het opslorpen der openingen 
met den driehoek der tweevlakspunten samenvalt. 

[4d] Ook dit oppervlak kan door geringe vervorming in de 
eerste, tweede, derde of vierde hoofdsoort worden omgezet. Het 
is wegens de drie G^'^s van de klasse zes. De z^den van den 
driehoek der kegelpunten z^n viervoudige lynen. De driehoek 
der enkelvoudige l^nen bevindt zich thans boven die der 
kegelpunten (in tegenstelling met model (2), en als gevolg 
van de in dezelfde richting voortgezette vervorming, die van 
model (2) tot * model (9) voerde). Bovendien gaan door elk 
kegelpunt nog twee dubbele l^nen. Bodbnbebo^ die in z^ne 
bi] de modellen bggevoegde, in aanteekening [19] aangehaalde 
verhandeling , de verschillende vormen uit het diagonaalvlak 
van Clebsch, model (1), afleidt, doet dit oppervlak ontstaan 
door sluiting der drie in model (I) aanwezige openingen. 
Gaat men uit van het oppervlak met drie kegelpunten , dat 
ontstaat door in model (2) aan e^n kegelpunt verbinding te 
doen plaats hebben , dan kan dit oppervlak niet in dat van 
model (7) overgaan, zonder dat 5f ^^n of drie der kegelpun- 
ten door den tweevlaksvorm heengaan. Deze b^zonderheid, nader 
besproken in Rodbnbbro's verhandeling in de Math, Annalen 
Bd. 14 § 3, doet zich ook b^ de oppervlakken met een en 
twee kegelpunten voor, en kan dus, ook afgezien van de 
eigenschappen van de b^behoorende v^fvlakken , tot eene 
onderverdeeling van enkele van Schafli's soorten aanleiding 
geven. 

[43] Ook dit oppervlak ligt weder op de grens tusschen 
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de eerste , tweede , derde en vierde hoofdsoort. Wegen de Ug , 
ontstaan ait het samenvallen van drie 02*8, is het van de 
zesde klasse. De drie rechten door het eenvlakspunt zyn 
achtvoudig; bovendien is een driehoek van enkelvoudige 
rechten aanwezig. Dat deze driehoek hier in drie sn^dende 
lynen is overgegaan is eene biyzondere eigenschap van het 
opperylak van het model , die van de aanwezigheid yan het 
eenvlakspunt onafhankelgk is. 

[44] Dew^l alle kabische oppervlakken met yier kegel- 
punten onderling projectief zyn, zoo moeten dan ook de 
hier bedoelde oppervlakken projectief z^n met het oppervlak 
met vier kegelpunten van model (2). Natuarl^k moet dit z66 
worden opgevat, dat deze oppervlakken op dezelfde w^ze in 
de reeks der met model (2) projectieve oppervlakken te hois 
behooren, als de beide sn^dende lynen in de reeks der 
alien met elkander projectieve kegelsneden; dat wil zeggen, 
dat zij alleen door grensovergang uit die reeks af te leiden 
z^'n, terw^l, om het zoo nit te drukken, terugkeer onmo- 
gelgk is. Ook met dit voorbehoud scheen mg de w^ze, waarop 
die grensovergang te verkrijgen was, nog niet zoo gemak- 
kel^k in te zien, en nader onderzoek, en zelfs bevestiging, 
niet overbodig. In een naschrifb wordt daarom het strenge 
betoog geleverd hoe door projectieve vervorming en grens- 
overgang de' bedoelde oppervlakken uit het oppervlak met 
vier kegelpunten af te leiden z^n. 

[45] Yan uit dit oppervlak en al de overigen, die uit ontaar- 
ding van het tetraeder der vier kegelpunten ontstaan, z^n 
alle v:yf de hoofdsoorten door geringe vervorming te verkr^gen. 
Het tweevlakspunt , ontstaan uit het samenvallen van twee 
C^^s, is noodzakel^k eene B4. De klasse van het oppervlak 
is de vierde. De vereenigingslgnen van de B4 met ieder 
deir C2's z^n achtvoudig, daar z§ uit het samenvallen van 
twee tetraederribben ontstaan zyn. De tetraederribbe , die de 
beide Cj's verbindt, is viervoudig gebleven; de ribbe echter 
welke de beide samengevallen kegelpunten verbond, is thans 
zesvoudig geworden door 't opnemen van twee enkelvoudige 
Ignen; terwgl de derde enkelvoudige Ign nog als zoodanig 
aanwezig is. 
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[46] Dit tweevlakspunt is das noodzakelgk eene B^. De 
klasse is yier. Er is eene twaalfyoudige l^n, die de C2 met 
de Bg verbindt, en uit het samenvallen van drie fcetraederribben 
voortkomt. Een tweede rechte beyat alle overige v:gftien 
rechten van het algemeene oppervlak. 

[4:9] Eene nadere beschouwing der kubische regelvlakken 
laten wig hier achterwege. Zie echter , 00k voor het regelvlak 
met onbestaanbare klempunten, het naschrift. Slechts wijzen 
w^ er nog op, dat de klasse, weike yier is voor een opper- 
vlak met vier dubbelpunten , hier tot drie wordt yerlaagd, 
doordat een der vier raakylakken onbepaald wordt, rakende 
ergens in de dubbell^n in een punt, welks ligging yan de 
w^'ze yan grensoyergang afhankel:yk is. 

[49] Bg model (22) ligt het dubbelklempant in het on- 
eindige, b:g (23) in het eindige. 

[49] Dit opperylak ligt op de grens tasschen de eerste en 
tweede hoofdsoort en is yan de negende klasse. 

[50] Dit tweeylakspunt is een B4 , daar het door het sa- 
menyallen yan twee G^'s ontstaan is. Daar twee scheidingen 
hebben plaats gehad, ligt het opperylak op de grens der 
derde, yierde en vgfde soort. De beide onbestaanbare dub- 
belpunten yerradeu hunne tegenwoordigheid alleen door de 
aanwezigheid y op het opperylak, hunner bestaanbare yerbin- 
dingsrechte, op het model yertegenwoordigd door de roode, 
niet door het tweeylakspunt gaande, rechte. B]g iedere 
yeryorming, in welke richting 00k, waarbg de on- 
bestaanbare dubbelpunten yerloren gaan , yerdwjnt deze yier- 
youdig tellende l^n. De audere, wel door het tweeylakspunt 
gaande, rechte is zesyoudig*), en splitst zich by eene yer- 
yorming, welke tot de derde hoofdsoort yoert, in zes bestaan- 
bare rechten, big elke andere yeryorming in twee bestaan- 
bare en yier onbestaanbare rechten; terw^l boyendien het 
opperylak nog eene enkelyoudige, in het horizontale en in 
het oneindige ylak gelegen, rechte bezit, welker aanwezigheid 
daaruit onder andere bl^kt, dat de horizontale doorsneden 



*) Ten onrechte wordt in de » Catalog mathematUcher Modelle", van L. Brill, 
1885, p. 81 deze lijn als viervoudig opgegeven. Zij is, evenals de overeenkom- 
stige yan model (12), zesvoadig. 
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van het model kegelsneden z^n. De klasse is natunrl^k de- 
zelfde als b:y model (12), dus vier. 

[51] Dit oppervlak ligt dus op de grens van de eerste, 
tweede, derde en yierde hoofdsoort, en is eene klasse lager 
dan dat van model (12), w^l er door de yerbinding twee 
klassen b^gekomen, maar door het opslorpen der opening 
weder eene yerloren is gegaan; derhalve is het yan de yigfde 
klasse. 

[5d] Ten einde zich eene yoorstelling te maken yan de 
w:gze, waarop b^ de in den tekst bedoelde w^ze yan afleiding 
de opslorping yan het tetraedrale blad plaats heeft , late men 
in het opperylak 

afgebeeld in fig. 4, de grootheden ^ en /3 gel^kt^dig tot 
nul naderen. Men lett« daarb^ op den in de richting der 
^-as sterk samengedrukten yorm yan het yerdw^nende blad, 
en teyens op de omstandigheid , dat aan het dabbelpunt der 
X Y doorsnede de beide takken een hoek yan eindige grootte 
bl:gyen insluiten. 

Men kan echter ook tot het laatste toe twee kegelpunten 
behouden. Daartoe late men in 

wederom <x en /3 tot nul naderen. Uit deze laatste afleidings- 
wgze blgkt teyens, dat door geringe yeryorming uit het op- 
perylak yan model (17) de derde , yierde en ygfde hoofdsoort 
te bereiken z^'n. 

Wenscht men dit opperylak z66 te yeryormen , dat de drie 
dubbelpunten , die in het eenylakspunt samengeyallen z^n, 
als zoodanig uit elkander gaan, dan worden twee dier pun- 
ten onbestaanbaar, en het derde is dan noodzakel:gk een ge- 
isoleerd punt; immers ware het een kegelpunt, dan zoude 
yan uit een willekeurige l^n nog een raakylak mogel^k z^n 
aan het alsdan noodzakel^k nog aanwezige oyerbl^fsel yan 
het tetraedrale blad. Big de yorming yan het eenylakspunt 
zouden alsdan 'aldaar zeyen raakylakken samenyallen, en 
niet zes, zooals noodig is, omdat het punt een Ue is. 

Neemt; men als yoorbeeld het opperylak 

z^ = Aj ^' + ^2 ^ y^» 
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dan vertegenwoordigt de T-as den grensstand der vereeni- 
gingsl^n der beide toegevoegd onbesiaanbare dnbbelpunten , 

en de beide l^nen k^ a?* + *2 y^ =^ ^ ^^®^ ^^^ ^® beide overige 
vereenigingslgnen. 

Steeds ligt op bet oppervlak eene acbtvoadige bestaanbare 
l^n, welke door bet eenvlakspunt gaat, en tevens eene en- 
kelyoudige. Deze laatste is in model (17) op eindigen afstand, 
b^ bet oppervlak 

z^ = i^ ^^ + k^ oj y^ 
daarentegen in het oneindige gelegen. De acbtvoudige lijn 
levert zes of twee bestaanbare l^nen bij vervorming, en wel 
naar gelang deze veryorming tot de derde, dan wel tot de 
vierde of vgfde boofdsoort voert. 

[53] Te gel^kert^d echter yormt dit oppervlak, zooals 
terecht in den » Catalog mathematischer Modelle*^ wordt op- 
gemerkt, den overgang tnsscben model (16) en (17). Door 
geringe vervorming kan men er dus alle v^f de hoofdsoorten 
uit bereiken. 

[54] Dit oppervlak is als b^zonder geval van dat van 
model (18) te beschouwen. Alle vjf hoofdsoorten kunnen dus 
worden bereikt. 

[55] Aan bet slot onzer beschouwing der BRiLL'sche mo- 
dellen gekomen, willen wg nog nagaan, in hoeverre z^ de 
verscbillende soorten der ScnlPLi'scbe indeeling vertegen- 
woordigen. Deze indeeling toch in 1863 in de Philosophical 
Transactions, Vol. 153, p. 193 medegedeeld, zal wel steeds 
den besten en eenvoudigsten grondslag bl^ven vormen voor 
de bescboawing der kubiscbe oppervlakken. Het zal daarb^ 
bl^ken, dat de modellenverzameling inderdaad voldoende is, 
om zich een duidel^k denkbeeld te maken van alle moge- 
Igke vormen, 

Kubiscbe oppervlakken volgens de indeeling 

van ScHAFLi. 

I. Algemeen kubiscb oppervlak van de twaalfde klasse. 
Van de vgf hoofdsoorten is 1 , 1 vertegenwoordigt door mo- 
del (1). De afleiding van I, 2, 3 , 4 en 5 uit model (2) 
is in onzen tekst op bladz. 74 en 75 uitvoerig besproken. 
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II. Oppervlak met e6n C^*) van de tiende klasse. 11 , 1 , 
2, 3 en 4 worden uit model (2) verkregen door metbehoud 
van e^n kegelpant achtereenvolgens b^ drie, b^ twee, b^ 
een en b^ geen enkel kegelpunt verbinding, b^' de overigen 
scheiding aan te brengen. II, 5 verkr^gt men uit model (2) 
door vier scheidingen te doen plaats hebben en bet oorspron- 
kel:yk tetraedrale blad daarna tot een geisoleerd punt samen 
te trekken. 

III. Oppervlak met 66n B3 van de negende klasse. Ill, 1 
is vertegenwoordigt door model (10), III, 4 door model 
(11). Ill, 2 en III, 3 zijn uit II, 2 en II, 3 te verkrijgen 
op dezelfde w^ze als III, 1 uit 11, 1 (zie bladz. 77). 

IV. Oppervlak met twee G^ van de achtste klasse. IV, 1 , 
2 en 3 worden verkregen door in model (2) respectievel^k 
twee verbindingen , eene verbinding en eene scheiding, of 
twee scheidingen aan te brengen. IV, 4, 5 en 6 hebben be- 
trekking op onbestaanbare dubbelpunten. Zy onderscheiden 
zich in gedaante slechts daardoor van I, 3, 4 en 5, dat, 
naast de 7, 3 en 3 bestaanbare l^nen, nog eene vierdubbele 
l^n, de verbindingslijn der onbestaanbare kegelpunten, op- 
treedt, die echter b:g iedere vervorming, waarb^ de onbestaan- 
bare kegelpunten vervallen, verloren gaat. 

V. Oppervlak met een B4 van de achtste klasse. V, 1, 
2 en 3 zign te verkrggen uit model (12) door aan de kegel- 
punten twee verbindingen , een verbinding en een scheiding, 
of twee verbindingen aan te brengen. V, 4 komt overeen 
met model (13), mits de vierdubbele rechte, die de daar aan- 
wezige onbestaanbare dubbelpunten verbindt, weggedacht 
worde. 

VI. Oppervlak met edn B3 en e^n C^ van de zevende 
klasse. Dit wordt uit model (2) verkregen door e6n verbin- 
ding aan te brengen, in een der kegelpunten eene opening 
op te slorpen, een ander te behouden, en eindel^k by bet 
vierde verbinding of scheiding aan te brengen, naar gelang 
VI 1 of 2 gewenscht wordt. 



*) Onder 0^ wordt hier niet alleen een kegelpunt, maar ook een geiisoleerd 
pnnt, of zelfs een onbestaanbaar dabbelpnnt yerstaan. Hetzelfdegeldtvoor B,, enz. 
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VII. Opperylak met 66n B^ yan de zevende klasse. Ont- 
staat uit model (14), door aan bet oyergebleven kegelpant 
yerbinding (VII , 1) of scbeiding (YII , 2) aan te brengen. 

VIII. Opperylak met drie C^ yan de zesde klasse. VUI, 
1 en 2 kunnen nit model (2) worden afgeleid door aan het 
yierde kegelpunt yerbinding of scbeiding te doen plaats bebben. 
YIII, 3 is in gedaante slecbts door de aanwezigheid eener 
yierdabbele rechte, die de onbestaanbare dabbelpunten yer- 
bindt, yan II , 5 te onderscheiden. YIII , 4 en 5 stemmen op 
gel^ke w^ze oyereen met II, 3 en 4. YIII, 1 wordt yerte- 
geniyoordigd door de modellen (7) en (8). 

IX. Opperylak met twee B3 yan de zesde klasse. IX, 1 
en 2 worden nit model (2) afgeleid , door of twee yerbindin- 
gen, 5f eene scbeiding en eene yerbinding aan te brengen, 
en in de oyergebleyen kegelpunten ieder eene opening op te 
slorpen. IX, 3 en 4 onderscheiden zicb yan I, 4 en I, 5 
slecbts daardoor, dat ^n der drie bestaanbare recbten als 
eene negenyoudige Ign, waarop de onbestaanbare tweeylaks- 
punten gelegen z^n, moot worden opgeyat. 

X. Opperylak met 66n B^ en 66n G^ yan de zesde klasse. 

X, 1 en X, 2 worden nit model (12) a%eleid door een der 
beide C2 te yerbinden of los te knoopen. 

XI. Opperylak met ^ ^ n Bg yan de zesde klasse. XI, 1 en 

XI, 2 kunnen uit model (14) worden afgeleid door de G2 
te yerbinden of los te knoopen. 

XII. Opperylak met edn Ug yan de zesde klasse. XII, 1 
wordt yertegenwoordigd door model (16), XII, 2 door mo- 
del (17). 

Xin. Opperylak met ^en B3 en twee G2 yan de y^'fde 
klasse. Xm, 1 wordt yerkregen door in model (2) eene yer- 
binding aan te brengen, en eene opening in een der G^ op 
te. slorpen; XIII, 2 komt in gedaante oyereen met II, 3, 
uitgenomen de aanwezigbeid eener yieryoudige rechte, die de 
onbestaanbare dubbelpunten yerbindt. 

XI Y. Opperylak met 66n B5 en e^n 0^ yan de ygfde 
klasse. Er is slecbts eene soort, yertegenwoordigd door model (14). 

XY. Opperylak met ^^n U7. Er is slecbts ^ene soort, 
yertegenwoordigd door model (18). 
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XVI. Oppervlak- met vier C^ van de vierde klasse. XVI, 1 
is vertegenwoordigd door (2), (3), (4), (5) en (6). XVI, 2 
onderscheidt zich van IV, 3 slechts door de aanwezigheid van 
eene vierdubbele rechte, verbindende de beide onbestaanbare 
dubbelpnuten ; XVI, 3 is van I, 4 onderscheiden door twee 
vierdubbele rechten, verbindende de onbestaanbare dubbel- 
punten twee aan twee. 

XVII. Oppervlak met twee Bg en e^n C^ van de vierde 
klasse. XVII, 1 wordt uit model (2) verkregen door e^ne 
verbinding aan te brengen en in twee kegelpunten ieder 
eene opening op te slorpen. XVII, 2 is in gedaante over- 
eenkomende met II , 5 , behalve dat een der drie rechten als 
negenvoudig moet beschouwd worden. Evenzoo komt XVII, 3 
overeen met II, 4. 

XVIII. Oppervlak met e^n B4 en twee 0^ van de vierde 
klasse. XVIII, 1 is vertegenwoordigd door model (12), XVIII, 2 
door model (13). 

XIX. Oppervlak met een Bg en een C^ van de vierde 
klasse. Slechts eene soort, vertegenwoordigd door model (15). 

XX. Oppervlak met een U3 van de vierde klasse. Slechts 
eene soort, vertegenwoordigd door model (19). 

XXI. Oppervlak met drie B3 van de derde klasse. XXI, 1 
is vertegenwoordigd door model (9). XXI, 2 stemt overeen 
met III , 3, uitgenomen de omstandigheid, dat een der rech- 
ten hier negenvoudig telt. 

XXII. De regelvlakken van de derde orde en klasse z:yn 
vertegenwoordigd door de modellen (20), (21), (22) en (23), 
namel^k XXII, 1 door (21), XXII, 2 door (20), en eindel^k 
XXII, 3 door (22) en (23). 



NASCHRIFT. 



B^ het bestudeeren van de kubische oppervlakken werd 
ik getroffen door de omstandigheid, dat terw^l eenerz^ds 
alle kubische oppervlakken met vier kegelpunten onderling 
projectief z^n, toch anderz]gds kubische oppervlakken be- 
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staan , namelgk Schafli's XVIII , 1 , XIX en XXII , weike 
geacht moeten worden vier of zelfs oneindig veel kegelpunten 
te bezitten, waarvan er echter twee of drie samengevallen 
z^n, of weike in oneindig aantal op eene rechte gelegen z^n. 
Het scheen mg waarsch^nl^k , dat deze opperylakken in de 
reeks der met model (2) projectieve opperylakken eene plaats 
moesten vinden ongeveer op dezelfde wgze, als bijv. in de reeks 
der met eene gegeven hyperbool gelgkyormige hyperbolen 
ook de figaur van twee rechten, die den asymptotenhoek 
insluiten, te hais behoort. Misschien zoa men zulke figuren 
asymptotisch gelijkvormig en asymptotisch projectief kunnen 
noemen. Men kan er door gelgkvormige of projectieve trans- 
formatie slechts toe naderen, zonder ze ooit te bereiken. Teyens 
vertoont zich de eigenaardigheid dat, uitgaande van de 
nieuwe asymptotisch projectieve figuur, de oorspronkelgke 
niet door projectieve transformatie terug te verkr^'gen is. 

In dit naschrift nu wil ik de juistheid dezer onderstelling 
bewgzen , en das aantoonen dat Schafli's XVIII , 1 , XIX 
en XXII asymptotisch projectief zgn met het kubische op- 
pervlak met vier kegelpunten. 

De vergel:yking van dit laatste oppervlak kan geschreven 
worden 

A/| ^2 "^s ^4 ~| "'2 ^1 ^Z ^4 "T" "'3 ^1 ^2 ^4 "l 4 *^1 *^2 "^3 "^ ' • \ ) 

met de kegelpunten 

P^ (1:0:0:0); P2(0:l:0:0); P3(0:0:l:0); P4(0:0:0:l). 
Substitueeren w^ 

•^2 ^ ^ *^l I ^ *^2 > 

dan wordt verkregen een projectief oppervlak met de ver- 
gelgking 

h ^ ^2 •^S ^4 "f~ (*1 ^ "f~ ^2) ^1 ^3 •^4 + *3 * ^1 ^2 -^4 + ^4 * ^t ^2 ^Z + 

— p" aJq a fcJ7| 3//^ ~|~ A/ A A fcZ? J JBn — " U f 

en met de kegelpunten 
P /_f.:l:0:0); P2(0:l:0:0); P3(0:0:l:0); P,(0:0:0:1). 

Laat men hier s tot nul naderen , dan naderen de kegel- 
punten Pj en Pj steeds meer en meer tot elkander; door 
echter gel^kt^dig k^ en k^ te doen toenemen , kan men k^ c 
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en ^1 A -|- ^2 eindig houden en bgvoorbeeld gegeren waarden 
a A en 6 A doen yerkrggen. 

B:g de limiet ontstaat dan de vergelgking 

a ^2 a?3 a?4 + 6 x^ a?3 ^4 -f- ^3 a?J ^4 + ^4 ;pj a?3 = , . . (2) 

voorstellende een oppervlak met een B4, voortgekomen uit 
het samenvallen van twee C^'s, in bet punt (0:1:0:0) en 
met twee 0^ in de puuten (0:0:1:0) en (0:0:0:1); welk 
oppervlak geen ander is dan Scbafli's XYIII, 1, zooals 00k 
gemakkel^k met behulp der door Schafli aangegeven ver- 
gelgking nader te bevestigen is. 

In de tweede plaats substitaeeren w^ in de yergelgking (1) 

De yergel^king van het projectieye oppervlak wordt dan 

k^BVIX^ ^3 «4 + (^2 '^ "h ^1 A Ij) a?i a?3 a?4 -f- (^3 * + ^1 A* ^ ~f" *1 ^ 5 + 
+ K 5) ^1 X^Xn + hilfi X^ ^2 ^3 + (*1 ^ A* + *2 A* + *3 ^) ^\ ^4 + 

"I- ij X £ orj a?4 + A4 A jX J?J + (A4 A 3 -j- ^4 /x f) ^J a?2 + 
-\- k^ X }^ x\ x^-^- k^i s x^ j?J = , 
met de kegelpunten 

^{TJI^.'-TJIin''''-'}^ P.(0:-J:l:0); P3(0:0:l:0) 
en P4 (0:0:0:1). 

Wg laten bier «, 3 en 9^ tot nul naderen, echter metdien 
verstande, dat yj oneindig klein wordt van de tweede orde 
ten opzicbte van s en S. Gel^kt:ydig laten wy k^, k^ en ^3 
toenemen, zoodat deze grootheden oneindig groot van de 
tweede orde worden , daarb^ zorg dragende , dat steeds 

*3 * + *i A* ^ + *i A 3 + ^2 ^ » 
benevens 

*, A AC + *2 A* + *3 ^ » 
eindig of nog beter nul bl^ven. 

In het laatste geval gaat de vergel^jking, dewgl k^yj-^-k^XM 
en kiis eindig bl^ven, dus byvoorbeeld tot aAA« en bX(A 
naderen I over in 

a x^ x^ x^ -X^ b x\ x^-^- k^ x\ = ; 

in het eerste treden nog twee andere termen op, die, door 
Xi x^ buiten haakjes te brengen en een nieuwen lineairen vorm 
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x\ in te Yoeren , gemakkelyk met a x^ ar^ x^ tot ^n term 
a x^ x\ j?4 vereenigd knnnen worden. 

In elk geval is hier Schafli's XIX verkregen ; terwijl 
fcevens de drie kegelpunten Pj, P^, P3 tot een enkel twee- 
ylakspunt samengevallen zgn. Daarbg bl^kt, dat kort voor 
het samenvallen de punten Pj, P^, P3 steeds meer en meer 
in ^ene rechte komen; immers b^ P| is x^ klein ten op- 
zichte van x^» 

Ten einde ten slotte de regelvlakken van den derden graad 
te yerkrggen, sabstitueeren w^ in (1) 

x^^^X x^ + * ^3 1 

Het projectieve oppervlak wordt dan 
k^si x^x^X\-\-k^ii x^ x^ x^ -f" (^3 + ^1 ^) 5 ^j ^2 ^4 T 

+ {h + *2 A*) * ^1 ^2 ^Z + (*3 + *i A) A* ^1 X\ + 

-f- (A4 -^-k^fA^T^xl x^-\-k^ fA ^ ic\x^-\-k^xi x\Xi=iQ ^ 
met de kegelpunten 

Py--^:0:l:o); pVo:-^:0: iV P3(0:0: 1: 0); P4(0: 0:0: 1), 

waarby w:y nu « en $ onbepaald laten afnemen, en k^^ k^y 
^3 en ^4 onbepaald laten toenemen. W]g kunnen dan k^-\-k^?^ 
en ki-\-k2fA eindig houden of zelfs nul doen worden. Op die 
wgze wordt verkregen by de grens 

a xl x^ -\- b x\ x^ = J 
z^nde bet regelylak met de bestaanbare klempanten 

Zi (0 : : 1 : 0) en Zj (0 : : : 1). 

In het eerste klempant z:yn samengevallen P^ en P3, in 
bet tweede P^ en P4. 

Op gel^ksoortige w^ze is natuarl^k het regelvlak met on- 
bestaanbare klempanten te verkrygen, door uit te gaan van 
het oppervlak met vier onbestaanbare dabbelpunten en 
deze paarsgew^ze te laten samenvallen , zoodat ze in twee 
toegevoegd onbestaanbare klempanten overgaan. Het regelvlak 
met twee onbestaanbare klempanten behoort das in algemeene 
gedaante tot Schafli's I, 4; dat wil zeggen, het kan ait 
model (2) door drie scheidingen en ^ene verbinding afgeleid 
worden. Het onderscheidt zich van het algemeene oppervlak 
I, 4 echter door de aanwezigheid van de twee vierdubbele 
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rechten ran XVI, 3, welke echter bier bg bet regelrlak 
tot eene enkele samengeTallen z^n en de dubbell^n ran bet 
regelvlak rormen. 



OVERZICHT VAN DE BESPREKING DER 
AFZONDERLUKE MODELLEN. 



Nummei van hot 

model in 
Bbill'8 Catalogus. 


GlasBificatie volgens 
ScHavLi. 


Blsdziide ran dan 
tekit. 


Nnmmei der 
aanteekening. 


Bladz^de van 
het naschrift. 


1 


I, 1 


75 


37, 38 




2 


XVI, 1 


72, 73, 74 


1 B4 




3 


1 XVI, 1 


72, 73, 74 


34 




4 


XVI, 1 


1 72,73,74 


1 34 


5 


1 XVI, 1 


72, 73, 74 


34 1 


6 


XVI, 1 


72, 73, 74 


34, 36 




7 


VIII, 1 


76 


42 


8 


VIII, 1 


76 


1 42 




9 


1 XXI, 1 


1 76 


1 40, 41 




10 


III, 1 


77 


40, 49 


1 


11 


1 m, i 


1 75, 76 


39 




12 


xvni, 1 


77,78 


1 44, 45 


1 93, 94 


13 


1 XVIII, 2 


78 


50 




14 


XIV 


78 


51 


I 


15 


1 XIX 


77 


1 44, 46 


1 93,94,95 


16 


1 XII, 1 


76,78 


1 43 


1 


17 


XII, 2 


78 


52 




18 


XV 


1 78 


53 


1 


19 


XX 


I 78 


54 




20 


XXII, 2 


71,77,78,79 


47 


93, 95, 96 


21 


XXII, 1 


1 71,77,78 


44, 47 


1 93, 95 


22 


1 XXII, 3 


1 71,77 


I *8 


93,95 


23 


1 XXII, 3 


71,77 


1 48 


1 93, 95 



KORTE INHOUD VAN DE LEZINGEN OP DE 
WETENSCHAPPELUKE VERGADERINGEN GEHOUDEN 

IN DEN WINTER 1891-1892. 



Iste Vergadering op 18 November 1891. 

Spreker: de Heer J. C. Kluyver. 

Eene toepassiog van de theorie der binaire yormen. 

De spreker begint met er aan te herinneren , dat er in de 
theorie der moderne algebra een eigenaardig hulpmiddel be- 
staat, waartoe men dikw^ls met vrucht z^ne toevlacbt kan 
nemen. Dat hulpmiddel is de symboliek, inzonderheid zooals 
die door Abonuold en Clebsch is ontwikkeld. Neemt men 
in aanmerking het groote belang van de invariantentheorie 
Yoor de tegenwoordige analytische meetkunde, dan is het te 
begrijpen , dat ook ait het oogpant van de meetkunde die 
symboliek van Clebsch ten zeerste de aandacht verdient. 
Toch z^n er betrekkel^k maar weinigen, die de symboliek 
van Clebsch b:g berekeningen gebruiken en daarom scheen 
het den spreker doelmatig op het Genootschap van deze 
methode eens eene toepassing te maken bij het onderzoek 
7an enkele bekende en minder bekende eigenschappen eener 
unicursale ruimtekromme van den vierden graad. Vooraf werd 
vastgesteld, wat de beteekenis is van een binairen vorm, en 
wat men verstaat onder invariante eigenschappen van der- 
gelgke vormen. Dit geschiedde met behulp van de meetkun- 

N. A. T. W. DL XX. 7 
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dige voorstelHng , waardoor elke binaire vorm als een stelsel 
van punten op eene rechte Ign werd afgebeeld. ledere eigen- 
gchap dezer grondpunten, die niet door de centrale projectie 
op eene audere as wordt verstoord, wordt eene invariante 
eigenschap genoemd, en iedere geheele rationeele functie der 
coeflBcienten van den grondvoirm, die men nul heeft te stellen 
om analytisch zulk eene eigenschap uit te drukken, heet 
een invariant. 

Op gel^ke wyze werd ook uit de meetkundige voorstel- 
Hng het begrip van covariante vormen afgeleid. Op binaire 
vormen, hunne in- en covarianten werd vervolgens de sym- 
bolische schrgfwgze van Clbbsch toegepast, waarvan het 
grondbeginsel is, dat de vorm zelf als symbolische macht 

(«i ^1 + ^2 ^2)* = K ^^^ ®®^ lineairen vorm wordt beschouwd. 
Het bleek, dat deze schrgfwgze niet alleen bekorting geeft, 
maar dat z^' tevens een middel aan de hand doet om in- 
en covariante vormen te herkennen en a priori aan te geven, 
wat zonder dit hulpmiddel dikw^ls uiterst bezwaarlgk is. Na 
in het kort te hebben gewezen op den vorm van den vierden 
graad / en de daarb^ voorkomende vormen, te weten den 
vorm van Hessb A » den covariant T en de beide invarianten 
i en y, ging de spreker er toe over eenige eigenschappen 
dezer vormen toe te passen, bg de beschouwing eener ruim- 
tekromme van den vierden graad, de gedeeltelgke door- 
snede van een oppervlak van den tweeden met een oppervlak 
van den derden graad, welke oppervlakken overigens twee 
elkaar kruisende Ignen gemeen hebben. De omstandigheid, 
dat de coordinaten van de punten dezer kromme rationeele 
bi-kwadratische functies zgn van een parameter , veroorloofde 
de onmiddell:gke toepassing van de theorie van den binairen 
vierdemachtsvorm. B^ iedere dergelgke kromme bleek een 
groudvorm / te behooren, waarvan de wortels de parameters 
der vier buigpunten zgn. Elke covariant van / wgst op de 
kromme bepaalde b^zondere punten aan. Elke invariant staat 
in verband met bgzondere eigenschappen der kromme. Zoo 
werd aangetoond, dat de wortels van den covariant van 
Hbsse overeenkomen met de raakpunten van die b^zondere 
raaklynen, welke de kromme elders sngden, terwijl de wor- 
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tela van den vorm T toegevoegd zgn aan de uiteinden der 
»dubbele osculatiekoorden''. Bekende eigenschappen van den 
vorm / deden nu zien, hoe die dubbele osculatiekoorden 
elkaar in een punt ontmoeten, zopdat iedere kromme R* 
slechts op eene w^ze kan worden geprojecteerd als eene vlakke 
kromme C* met drie »dubbelbuigpunten". Verder werd de 
onderlinge ligging van de grondpunten van /, A en T be- 
sproken, en daaruit de door Prof. KCrppEE medegedeelde 
eigenschappen van ingeschreven vierhoeken in de vlakke 
kromme 0* verklaard. Daarna werd met behulp der symboliek 
bewezen, dat de vier buigraaklijnen op eene hyper bolo'ide 
liggen , welke stelling van Study af komstig is. Eindelgk werd 
de meetkundige beteekenis der invarianten i en j gezocht. 

In het algemeen zijn er geen puaten, waardoor drie raak- 
Ignen der krommen gaan ; heeft men echter t = 0, dan snij- 
den alle raaklijnen elkaar drie aan drie in de punten van 
eene kegelsnee. AUeen in dat geval is het dus mogel^k de 
kromme te projecteeren als eene vlakke kromme C* met drie 
keerpunten. Tegel^k zuUen dan de vier buigpunten in een 
vlak komen, en verder zullen de drie punten eener drievou- 
dige koorde hetzelfde tangeutiaalpuut hebben. De beteekenis 
van y = is , dat onder deze voorwaarde de kromme een 
dubbelpunt verkrggt. Tevens zal het dan mogelgk zijn, raak- 
Ignen- vierhoeken om de kromme te beschrgven , zoodat men 
de stelling heeft: Indien om eene ruimtekromme R* een raak- 
Ignen-vierhoek beschreven kan worden, bezit de kromme een 
dubbelpunt. Het vraagatuk dezer raaklijnen- vierhoeken is 
voor uitbreiding vatbaar. Ook de mogel^kheid van raaklgnen- 
veelhoeken van een bepaald aantal z^den zal afhangen van 
het nulworden van een invariant, die alleen uit i en j is sa- 
mengesteld. 

Na te hebben opgemerkt , dat nog voor vele andere eigen- 
schappen der ruimtekrommen met behulp der symboliek het 
bewgs kan worden geleverd , eindigde de spreker zyne voor- 
dracht. 
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3de Vergadering op 18 December 1891. 

Spreker: de Heer P. H. Schoute. 

De regelmatige lichamen en de groepentheorie. 

Heeffc men een vergelgking / (e) = en stelt men ter af- 
beelding van de complexe wortels z = x-\- iy , dan komt 
met deze een aantal van n punten in bet vlak overeen. Door 
middel van de stereografische projectie kunnen deze n punten 
weer op een bol worden overgebracht. Omgekeerd beant- 
woordt aan een n-tal punten op den bol een vergelgking 
f{z) = van den «***" graad in z, o{ f{z^,Z2) = homo- 
geen van den n^®° graad in z^ en z^, 

Beschouwt men nu een in den bol beschreven regelmatig 
lichaam — en dan liefst in zulk een stand , dat in bet vlak 
de ^-as symmetrie-as is voor de overeenkomstige puntengroep, 
en de overeenkomstige Yergel^king f {z^, z^) = dus bestaan- 
bare coefficienten heeft, — dan zuUen de bewegingen van 
zulk een licbaam om bet middelpunt van den bol been (die 
bet, als een gebeel bescbouwd, weer denzelfden stand doen 
innemen)' met merkwaardige substituties van fi2;^9Z^)=^0 
overeenkomen. Terw:gl iedere draaiing van het regelmatige 
licbaam om een middellgn van den bol aan een lineaire 
substitutie 

az' + (3 z.=/xz\-^(3z\, 

- = ^77+1' «^(^^'°«8^«")4=y./ + s<, 

beantwoordt, komen met de draaiingen, die het licbaam, als 
gebeel bescbouwd , z^n oorspronkel:gken stand doen berne- 
men, lineaire substituties van f{^)==0 overeen, die de ver- 
gel:gking met onderlinge verwisseling der wortels in zich 
zelf doen terugkeeren. Deze substituties noemt men daarom 
anallagmatisch , dat is in zich zelf veranderend. 

Verstaat men on der een groep een reeks van bewerkingen , 
die de eigenscbap bezit, dat twee na elkaar uitgevoerde be- 
werkingen steeds weer een reeds in de groep begrepen be- 
werking opleveren, dan vormen de bedoelde verplaatsingen 
der regelmatige lichamen, en dus ook de anallagmatische sub- 
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stituties der overeenkomstige binaire Yormen f {z^j z^) = , 
een groep. Na de ontwikkeling van enkele algemeene eigen- 
schappen wenschte spreker aan de hand van Dr. F. Klein's 
» VorUsungen vber das Ikosaeder*' na te gaaD , welke een- 
voudige eigenschappen der groepen meetkundig worden af- 
geleid uit de beschouwing der regelmatige lichamen. Vooraf 
moest dan nog worden opgemerkt, dat daarbij vier regel- 
matige lichamen op den voorgrond treden. Wegens het be- 
kende verband tusschen polaire figuren met betrekking tot 
den bol behooren aan den een en kant zes- en achtvlak, 
twaalf- en twintigvlak bg elkaar, terwijl met een linksch 
viervlak een rechtsch viervlak overeensterat. En aan den an- 
deren kant moet als eenvoudigste vorm het tweevlak — een 
in een grooten cirkel van den bol beschreven regelmatige 
n-hoek ■— in de beschouwing worden opgenomen. Dus hebben 
we achtereenvolgens tweevlak , viervlak , zesvlak (en achtvlak), 
twaalfvlak (en twintigvlak). 

In plaats van de draaiingen zelve beschouwen wg ook wel de 
verschillende standen van het lichaam, die van dedraaingen 
een gevolg z^n. De oorspronkelgke stand, overeenkomende 
met de bewerking nul, wordt dan onder het aantal der 
standen en bewerkingen begrepen. 

Terw:gl de draaiingen van een lichaam om een vast puDt 
een groep vormen, bestaande uit een oneindig aantal bewer- 
kingen, doen de spiegelingen van dit lichaam met betrek- 
king tot door een vast punt gaande spiegels dit niet. Want 
twee achtereenvolgende spiegelingen met betrekking tot ver- 
schillende vlakken leveren samen een draaiing ; door de eerste 
spiegeling ontstaat uit A een figuur 6 symmetris^h met A , 
en door de tweede uit B een figuur C congruent met A. 
Vormen deze spiegelingen alleen dus geen groep , met de 
draaiingen samen vormen z^ een meer omvattende groep , 
die bewerkingen van verschillenden aard insluit. Zoo vormen 
de verschillende standen, die men aan een gegeven driehoek 
in een gegeven vlak geven kan, een meer omvattende groep, 
als men de vrgheid heeffc, den driehoek uit het vlak te nemen 
en hem er omgekeerd weer in te leggen. In het vervolg 
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gpreken we alleen over groepen met een eindig aantal be- 
werkingen, groepen met eindigen graad. 

Onder de periode eener bewerking verstaat men bet aan- 
tal malen, dat de bewerking moet worden berhaald om den 
oorspronkel^ken stand terug te kr^gen. Zoo zal de draaiing 
van een achtvlak om een der diagonalen een periode 4 beb- 
ben. Bevat de groep een reeks van bewerkingen, die op 
zich zelf beschouwd bet groepkarakter vertoonen, dan vor- 
men deze een ondergroep. De graad van een ondergroep is 
steeds een factor van den graad der groep. Bestaat de on- 
dergroep uit gel^kwaardige draaiingen om een zelfde as, of 
wat biermee op ander gebied vergelgkbaar is, dan spreekt 
men van cycliachen ondergroep. Hiervan zuUen spoedig voor- 
beelden worden aangevoerd. 

Is b^ bet na elkaar plaats vinden van twee bewerkingen, 
de volgorde van geen invloed op de uitkomst, is PQ = QPj 
dan noemt men de bewerkingen P en Q vermsselbaar. Is 
ecbter P Q ongelgk aan Q P en dus P Q P"^ gelyk aan 
een van Q verscbillende bewerking Q', dan noemt men Q 
en Q gelijkwaardige bewerkingen. Werkelgk komen Q en Q' 
in eigenscbappen overeen. Als een n-maal achtereen uitvoeren 
van Q tot den oorspronkelyken toestand terugvoert, doet 
een n-maal achtereen uitvoeren van Q dit ook ; als Q* = 1 
is, is ook Q'*=l. Want in 

P QP-i .PQP-KPQP-K enz. 
beffen de tegengestelde bewerkingen P-~^ P elkaar telkens op, 
zoodat men vindt PQ'p-^, of P P"^ of 1. Dus bebben Q 
en Q een zelfde periode. Als Q een reeks doorloopt, doet 
Q dit ook; is de eerste reeks een ondergroep, dan is de 
tweede dit ook. Zoo komt men tot gelijkwaardige onder" 
groepen. Vallen deze beide ondergroepen samen, zonder dat 
Q en Q' dit doen, dan spreekt men van een volkomen onder- 
groep. Een groep is samengesteld , als ze een volkomen on- 
dergroep bevat, en anders enkelvoudig. 

Bestaat er tusscben twee groepen een zoodanige verwant- 
schap, dat de bewerking Pi P^ overeenkomt met de bewerking 
Qi Qki zoodra Pi bg Qi en P^ bij Qje beboort , dan noemt 
men beide groepen isomorph. Komt met een bewerking P e^n 
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bepaalde bewerking Q overeen, dan is bet isomorphisme 
holoedrisch, Anders noemt men bet JiemiSdrisch olmeriMriach^ 
naarmate met ^en bewerking P twee of meer dan twee 
bewerkingen Q overeenkomen. 

We beschouwen nu eerst de tweevlaksdraaiingen. BJ dit 
tweevlak onderscheiden we den ^^uator, waarin de veelhoek 
(bier in fig. 1 een zesboek) ligt, en de beide polen N en Z. 
Verder beeft de n-boek n aymmetrielijnen ^ die voor n on- 
even een boekpunt met bet midden der overstaande z^de 
verbinden, en voor n even uit twee reeksen van n Ignen, 
middelpuntsdiagonalen en verbindingsl:gnen van middens van 
overstaande zigden, bestaan. 

B]g bet tweevlak komen twee reeksen van bewerkingen 
voor, de draaiingen om de hoof das en bet omslaan om 
een der in bet vlak van den equator gelegen bijassen. 

Bescbouwen we eerst de draaiingen om de boofdas op zicb 

zelf genomen. Deze vormen een cycliscbe groep van den n^*° 

2w 4:w 2(w— 1) 

graad , bestaande uit draaiingen over 0, — » — .... — ^ t, 

n n n 

Elk paar bewerkingen is verwisselbaar ; iedere bewerking is 

dus slecbts met zicb zelf gel^kwaardig. AUeen b^ deelbare 

n is er sprake van ondergroepen. Deze groep is boloedriscb 

isomorpb met de cycliscbe permutaties van een aantal van 

n elementen a^, a2, . • • • a^* 

De draaiingen 0, ^ om elk der bgassen vormen op zicb 

zelf bescbouwd geen groep. Want twee draaiingen tt om ver- 

scbillende bijassen geven samen een draaiing om de boofdas. 

Zoo geeft de opvolging van twee draaiingen t om a a' en 

b b' de vervanging van abc door a c b' en van a d b' door 

y c a^ terwgl de vervanging van abc door V c' a in eens ver- 

2v , 
kregen wordt door een draaiing van — in den zin der uur- 

n 

wgzerbeweging om N Z. Werkel^k ruilen bg elke draaiing 

van V om een bgas N en Z bun plaatsen, en is bij twee 

dier djraaiiugen in dit opzicbt de orde dus weer bersteld. 

Samengenomen vormen de beide reeksen van bewerkingen 

de meer omvattende tweevlaksgroep. Deze beeft den graad 2 n. 
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Want nit elk der n standen , die door draaiing cm de hoofdas 
verkregen worden , leidt men door het omslaan om een der 
bijassen de n andere standen af. In deze meer omvattende 
groep vormt de cyclische groep der draaiingen omde hoofdas 
een volkomen ondergroep. Is namelgk Oi een omslaan om 
een bepaalde bijas en D^ een bepaalde draaiing om de hoofdas, 
dan is Oi Dj, Or^ = Dr^. 

De groep der tweevlaksdraaiiDgen is volgens het boven- 
staande niet enkelvoudig. Z^ is holoedrisch isomorph metde 
metacycliache permutaties (cyclische permutaties, gepaard met 
lezing van achteren naar voren) van n elementen a^^a^. ...an. 

In het b^zondere geval n = 2 verliest de hoofdas haar 
byzondere beteekenis. Men vindt dan het bekende assenkruis 
der analytische meetkunde in de ruimte (fig. 2). We hebben 
dan met vier bewerkingen be doen, die met de identiteit en 
het omkeeren van het teeken der coordinaten samenhangen. 
Alle bewerkingen z^n dan omwisselbaar , en de groep is 
enkelvoudig. We noemen haar de viergroep. 

Bij de bespreking van de viervlaksgroep • stellen we ons 
het viervlak in een kubus (fig. 3) beschreven voor. We zien 
dan onmiddell:gk , dat daarbg de viergroep optreedt, en zich 
naast deze nog vier draaiingen van een periode 3, de 
draaiingen om de kubusdiagonalen , voordoen. Het aantal 
bewerkingen van deze groep is dus 4 (3— 1) -[- 3 (2 — 1)+ 1 
of 12, namelgk, behalve den oorspronkelgken stand (bewer- 
king nul) , de 4 X 2 draaiingen om de kubusdiagonalen en 
de drie draaiingen, die bij de viergroep voorkomen. In deze 
groep vormt de viergroep een volkomen ondergroep. Is na- 
mel:gk V een draaiing uit de viergroep en A een andere be- 
werking der groep, dan is A V^A^ steeds 6f Vy of Vg. 

W:gl de kubusdiagonalen b^ de verschillende verplaatsin- 
gen elkaars plaatsen gaan innemen, moet er verband zijn 
tusschen de twaalf bewerkingen der groep en de permutaties 
van vier elementen. Werkel^k komen de elementen der groep 
holoedrisch overeen met de positieve termen van den deter- 
minant i:±a^a^ a^ a^. 

In de schr^fwgs 
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is de invloed der verschillende bewerkingen op de volgorde 
der diagonalen weergegeven. Daarin komen de drie onder 
elkaar staande permutaties met de viergroep, de vier paren 
met de draaiingen om de kubusdiagonalen overeen. 



B^ kubus en achtvlak (fig. 4) onderscheiden we drie soor- 
ten van draaiingen. Eerstens draaiingen om de kubusdiago- 
nalen Z (periode 3) ; verder draaiingen om de achtvlaks- 
diagonalen A (periode 4) ; eindel^k draaiingen om de 
zoogenaamde dwarslijneii D, verbindingsl^nen van over- 
staande ribbenparen (periode 2). Dus is de graad der 
groep 

4 (3 — 1) + 3 (4 — 1) + 6 (2 — 1) + 1 = 24. 

Van deze 24 maken de twaalf viervlaksdraaiingen deel uit ; 

. /tt 39r\ 

zfl worden tot 24 aangevuld door zes draaiingen f ^ en — 1 

om de achtvlaksdraaiingen en zes om de dwarslijnen. De nieuwe 
draaiingen doen de twee viervlakken in elkaar overgaan. De 
viervlaksdraaiingen vormen dus een volkomen ondergroep; 
met betrekking tot deze vormen de nieuwe verplaatsingen 
twee gel^kwaardige groepen. 

De bewerkingen van de zesvlaksgroep zgn holoedrisch 
isomorph met al de permutaties der vier kubusdiagonalen. 
Bg een draaiing Z blijft een der diagonalen op zijn plaats 
en gaan de andere drie cyclisch in elkaar over; b^ een 
draaiing A gaan ze alle vier, bg een draaiing D gaan 
er twee cyclisch in elkaar over. Dus kunnen deze bewerkin- 
kingen achtereenvolgens door 1 (2 3 4) , (12 3 4) en I 2 (3 4) 
worden aangeduid. Dus moet men de eerste een even, de 
andere onevene bewerkingen noemen. Duiden we ze aan door 
Z, -4 , D, dan bl^'ken Z en A^ de viervlaksgroep te vormen, 
terw^l ZZ\ A A'^ DU eveneens bewerkingen der viervlaks- 
groep zyn. Natuurl^k is de geheele groep holoedrisch iso- 
morph met die der permutaties van a^, a^^ a^^ a^. 



106 

Zoo komen we dan tot de groep dertwaalfylaksdraaiingen. 
Wgl we bg het twaalfvlak zes ikosaederdiagonalen 01 (fig. 
5) , tien twaalfvlaksdiagonalen T en ygftien dwarsl^nen 
()D aantreffen, is de graad der groep 

6 (5 - 1) + 1 (3 — 1) + 15 (2 ~ 1) + 1 = 60. 

Ook hier laat zich een andere groep aanw^'zen, die met 
de beschouwde holoedrisch isomorph is. De vijftien dwarslgnen, 
die elkander in het middelpunt van het lichaam middendoor 
deelen^ vormen namenlijk v^f rechthoekige assenkruissen. Dit 
bl^kt gemakkel:gk , als men de doorsnee van het twaalfvlak 
met een vlak door twee overstaande ribben beschouwt. Dit 
vlak sn^dt het twaalfvlak volgens een onregelmatigen zes- 
hoek (fig. 6), waarvan de twee in het vlak liggende dwars- 
l^nen symmetriel^nen zgn, die derhalve loodrecht op elkaar 
staan. B^ draaiingen nu, die het twaalfvlak in zich zelf 
transformeeren, gaan deze vijf assenkruissen in elkaar over. 
In fig. 5 z^n de vijf assenkruisen aangegeven. Neemt men 
voor het bovenvlak de naar de middens der z^den gaande 
dwarsl^neu, die tot verschillende stelsels behooren, naar 
willekeur als 1 , 2 , 3 , 4 , 5 aan , dan deelt men de overige, 
die in de ribben der andere zgvlakken uitkomen , gemakkel:gk 
b^ deze in , door de opmerking , dat b^ een zelfde stelsel be- 
hoorende dwarsl^nen uitkomen in elkaar loodrecht kruisende 
ribben. En dan bl^kt onmiddellgk de invloed van elk der 
drie soorten van draaiingen. 

Zoo is de draaiing om I door (12 3 4 5), die om T 
door (1 3) (2 4 5), die om D door (1 2) (3 4) 5 aan te geven, 
en zyn dus de verplaatsingen der groep holoedrisch isomorph 
met de positieve permutaties van v^f elementen a^, a^j a, , 
a4, a.. Deze merkwaardige uitkomst legt verband tusschen 
het twintigvlak en de theorie der vergelgkingen van den 
v^fden graad, enz. 

In het algemeen is de graad der groep, die met een re- 
gelmatig lichaam overeenkomt, gel^k aan het dubbel van 
het aantal ribben. Z:gn nameligk A, ^, r, w, p achtereenvol- 
gens de aantallen van hoekpunten, z^vlakken^ ribben, z^- 
vlakken door een hoekpunt, en hoekpnnten in een zgvlak, 
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dan gelden de betrekkingen 

en hierdoor gaat de uitdrakking 

|(n-l)+J(p-l)+^ + l, 
die den graad aangeeft , in 2 r over. 

Ten slotte w^st spreker op het verband tusschen het be- 
handelde en de boldeeling, en stipt hg aan, welk verband er 
bestaat tasschen de vergelgkingen , die overeenkomen met 
de drie stelsels van puntenparen A^ Z^ D h^ zes- en acht- 
vlak en 7, T, 2? bij twaalf- en twintigvlak. Hierbg komen 
de covariante vormen H en T van /=0 op den voorgrond. 

Big het op de voordracht gevolgde debat brengt de Heer 
Kluyveb een bezwaar te berde , dat zich b^ het gebruik van 
den complexen bol kan voordoen. Zoo komt men b:g de op- 
lossing van het vraagstuk de twee punten te bepalen , die 
ter zelfder tgd twee gegeven puntenparen harmonisch schei- 
den, op twee l:gnen terecht, en viadt men das vier punten. 
De spreker heft dit bezwaar op, door op te merken, dat 
deze .twee Ignen dan elkaars weerkeerige poolfiguren zgn 
met betrekking tot den bol , en slechts een van deze den bol 
dns in bestaanbare punten sn^dt. AUeen met deze punten 
van den complexen bol komen dan bestaanbare punten van 
het compleze vlak, en dus punten van de rechte l^n, overeen. 

Naar aanleiding van de uitkomst , dat de graad het dubbel 
is van het aantal ribben, merkt de voorzitter Dr. Kobtbweg 
op, dat deze algemeene uitkomst op eenvondiger w^zemeet- 
kundig kan worden aangetoond. Stel, men heeft een doos, 
waarin het regelmatig lichaam volkomen past, en men brengt 
dit er — door de vierde afmeting been — in , dan kan men 
een bepaalde ribbe RS van het lichaam met elke bepaalde 
ribbe T U van de doos doen samenvallen, en wel op twee 
wyzen, namelyk RS langs TU en RS langs UT; dusmoet 
het aantal standen van het lichaam in de doos 2rbedragen. 
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3de Yergadering op 20 Januari 1892. 

Spreker: de Heer A. N. Godefroy. 

Over het afleiden van regelvlakken van den derden en 
vierden graad uit de transformatie van den cirkel. (Nieuw 
Archief voor Wiskunde, deel XII). 

Uit de constructie van de Cissotdej de Stropho'ide en de 
Trisectrix werd een derdemachtsregelvlak afgeleid, waarvan 
de horizontale doorsneden met platte vlakken op onderschei- 
dene hoogten de genoemde kromme l^nen te voorschyn 
brengen. De coordinatenvlakken z^n onderling rechthoekig. 
In het horizontale X Y-vlak is een cirkel beschreven , waar- 
van de vergelgking is y'^ = x{2r — x). 

De oorsprong is alzoo in het uiteinde van eene middell^n, 
de as X. In het vlak van X Z is eene rechte l^n , gaande 
door den oorsprong, waarvan de vergelyking is x = z. 

De beschrigvende lijnen van het regelvlak zgn evenwgdig 
aan het YZ-vlak, en rusten op den cirkelomtrek in het 
horizontale X Y-vlak, en op de rechte Ign (x^=^z) in het 
verticale X Z-vlak. 

De vergelgking van het regelvlak is dan 

{x — zY (2 r — x) = xy^. 

Stelt men hierin z standvastig^ dan is 
voor ^ = 2 r de horizontale doorsnede eene Cissoide ; 
voor z=^r eene Stropho'ide; 
voor ^ = Y r eene Trisectrix. 

Voor z negatief, en voor ^>2r, verdwgnt de knoop en 
gaat over in een afgezonderd dubbelpunt (zijnde de door- 
sn:gding van de dubbellgn {x=^z) met het sngvlak; er 
ontstaan dan tevens twee buigpunten. 

Vlakken, gaande door de Y-as {z=^x tang (p = m x), sng- 
den het oppervlak volgens ellipsen. 

Vlakken, gaande door de verticale lign x = 2r, worden 
voorgesteld door y = {2r — x) tang Cp = m{2r — x), en sng- 
den het oppervlak mede volgens ellipsen. 

Vlakken , evenwgdig aan de lijn ^ = ^ in het X Z-vlak , 
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waarvoor ^ = ^±a is, snyden het opperylak volgens krom- 
men van Aonesi. 

Vlakken, waarvoor ^r = ^ j^ ^ , sudden het oppervlak 

volgens eene kromme, waarvan de projectie het folium van 
Descaates zgn zal, wanneer a=Tr en 6= — |r(l+ l/3) 
genomen worden. 

De tangenten-constructie geeft een denkheeld van het hy- 
perbolisch raakvlak in iedere beschrgvende Ign, waarvan de 
verticale l^n in den omtrek ligt van eene alaklijn van Pascal. 
(N. Arch. V. Wisk., Dl. XII, biz. 24). 

Overgaande tot de constructie van eene vierdemachts re- 
gelvlak afgeleid uit de Conchoide (N. Arch. v. Wisk. , Dl. 
XII, biz. 24) werd de oorsprong verplaatst naar het mid- 
delpunt van den cirkel, zoodat de vergel^king wordt 

^^ + y^ = *'^' 
De richtlfln in het XZ-vlak bleef als bg de vorige, en 

wordt dus voorgesteld door x==-z. De beschrgvende l^nen 

z^n evenwgdig aan het YZ-vlak, en rusten op den cirkel- 

omtrek in het horizontale X Y-vlak , en op de rechte l^n in 

het X Z-vlak {x = z). De vergelgking wordt dan 

^2y2 = (a? — ^)2(r^ — ^2). 

Stelt men z = — a (standvastig) , dan verkrggt men voor 
de horizontale doorsnede ^^ y^ = (^ 4" «)^ (^^ — ^^) » zgnde 
de vergelgking van eene poncho'ide, die een knoop zal heb- 
ben voor a<r, een keerpunt voor a = r, en een afgezonderd 
dubbelpunt met een stelsel van twee buigpunten voor a'^ r. 
Vlakken door de T-as [z = mx) sngden het oppervlak vol- 
gens ellipsen. De Y-as en de richtlgn a = z in het XZ-vlak 
zgn duhbele lijnen. Verticale vlakken door de Ignen x==r 
sngden volgens derdemachtskrommen met eene knoop. 

Terwgl bg deze beide regel vlakken de beschrgvende Ignen 
gelegen waren in onderling evenwgdige vlakken, die dus do 
Ign in het oneindige gemeen hebben, ging spreker alsnu 
over tot een regelvlak, hebbende tot richtlgn eene hyperbool 

Z = — Y — ' gelegen in het X Z-vlak , waarbg de beschrg- 
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vende l^nen geleid worden langs eene Iijn in het horizontale 
X Y-vlak, op den afstand + « evenwgdig aan de X-as , ter- 
w^l zg tevens gelegen zgn in verticale vlakken , gaande door 
eene lyn, evenw^dig aan de Z-as, op den a&tand — a. 
De vergelgking van dit regelvlak wordt gevonden door de 

substitutie X = — , en Ta = - , (waarin X en Z de 

y 2a— y' ^ 

coordinaten voorstellen van de hyperbool) waardoor men ver- 

krggt xy z = {2a'-y)(x^ — y^). (Zie fig. I). 

Stelt men hierin z stand vastig =t2, dan verkr^gt men voor de 

horizontale doorsnede de vergelgking rf5?y = (2a— y) (j?*— y*), 

d V 
en hieruit js oplossende , a^ — ^ — - — x=y^, waaruit dan volgt 



W^ kannen dus de ordinaat x beschouwen als de som of 

1 ^nj 

het verschil van twee ordinaten a?' = —5 — ^— ,zyndeeene 

2a — y 

hyperbool^ en 

z^nde den afstand van den oorsprong tot aan het gecon- 
strueerde punt van de hyperbool. Alsnu werd de raakl^n 
van ieder pant geconstrueerd door de transformatie van eene 
rechte l^n , beschouwd als de tweede as van eene gel^kz^dige 
hyperbool, uit een gegeven punt op den afstand ruit die Iijn. 
De vergelijking dier hyperbool wordt dan y^ = x^ -{- r^, 

dx V T 

en dus wordt de subtangens y — = — , of wel =x-\ • 

CLy X X 

De subtangens wordt dus geconstrueerd door het trekken van 
eene Ign rechthoekig op de Ign, die den top van de hyper- 
bool verbindt met de abscis x op de tweede as. (Zie fig. 2). 
Hierdoor is nu de raakl:ynconstructie gevonden. Men 
trekt de raakl^n aan de hyperbool (punt x)\ vereenigt dit 
punt met den oorsprong; trekt eene l^n rechthoekig op deze 
verbindingsl^n ; het punt, waar deze de raaklgn aan de hy- 
perbool X sngdt, is een punt van de beide raakl^nen der 
punten x\ Het blgkt bovendien , dat het punt , waar de tan- 
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gens van de hyperbool de tweede as sngdt, onveranderd 
blgffc voor elke richting der ordinaten. (Zie fig. ?*). 

Dit werd opgehelderd door de transformatie van een cirkel 
tot eene vierdemachtskromme met drie lussen, door middel 
van cirkels, waarvan de middelpanten gelegen z^n op den 
omtrek van den cirkel , en die alien een pant op den cirkel- 
omtrek gemeen hebben. 

Een en ander werd met drie stnks teekeningen toegelicht. 



Spreker: Dr. R. J. Eschea. 

Een vraagstuk van de conforme af beelding. 

De voorwaarden, dat ^ = u + it? eene functie zg van een 
complexe veranderlgke ^ = ^4"*y zgn 

da d y dy da 

Een van deze twee voorwaarden bepaalt fuuctien, die al- 
gemeener z^n ; maar die sommige voorname eigenschappen 
gemeen hebben met de functien eener complexe veranderlgke. 
Gauchy is oorspronkel^k van de studie dezer meer algemeene 
functien oitgegaan, waarb^ by echter niet gelukkig is ge^ 
weest, omdat b^ een onjuiste voorstelling had van den om- 
loop van deze functien om hare critieke waarden. Echter 
kwam hi] van deze, door een byzonder geval aan tenemen, 
tot de functien eener complexe veranderl^ke, en vond nu zgn 
theorema en de reeksontwikkeling van Tatlob. Deze eigen- 
schappen bepalen de afhankel^kheid der functie van ^, in 
haar geheel genomen. 

Men kan echter bovenstaande voorwaarde vervangen door 
twee andere 

da^ ^ dy^ dx^ dy^ 

die de afhankel^kheid van het reeele en onbestaanbare ge- 
deelte afzonderlgk weergeven. De overeenkomst van deze ver- 
gelgkingen met de vergel^king van Laplace heeft Biemann 
er toe gebracht de eigenschappen der potentiaalfunctie , naar 
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de omstandigheden gew^zigd, over te brengen op de theorie 
der functien van een complexe veraaderlgke. 

Op die wyze kwam h^ tot de belangr^ke uitkomst, dat 
een functie van een complexe yeranderl^ke , die, binnen een 
enkelvoudig samenhangend stuk, overal eindig en eenduidend 
is, volkomen bepaald wordt door de waarde van het reeele 
gedeelte in alle punten van den omtrek en door de waarde 
van het onbestaanbare gedeelte in e^n van z:gn punten. 

Een andere uitkomst van groot gewicht is, dat het reeele 
gedeelte van de functie, binnen het enkelvoudig samenhan- 
gend stuk, nergens een maximum of minimum kan z^n. 

RiEiCANN heeft z^'n algemeene theorie toegepast op de op- 
lossiug van het vraagstuk 

Een willekeurig enkelvoudig samenhangend stuk zoodanig 
op een eenheidscirkel in de kleiuste deelen conform af te 
beelden, dat met een willekeurig punt van den omtrek van 
dit stuk een willekeurig punt van den cirkel , en met een 
willekeurig punt binnen dat gebied een willekeurig punt 
binnen den cirkel overeenkomt. 

RiEMANN zelf heeft de oplossing van dit vraagstuk in z^n 
»Grundlagen" fragmentarisch gegeven en Schwaez heeft de 
methoden, die daarbg gebruikt worden, verder ontwikkeld. 

Noemen w^ L© de Ign, die, in het vlak Vj, het gegeven 
enkelvoudig samenhangend stuk S^ begrenst. Zyn verder L^ 
en Lj twee analytische Ignen, die in het vlak Vj binnen 
So liggen, en respectievelyk twee concentrische cirkels Cj en 

C^ met de stralen 1 en - in het vlak V, af beelden. Neemt 

e -* 

men nog daarenboven, in een vlak Vg, een eenheidscirkel 

T aan, dan komt de oplossing van het vraagstuk neer op 

die der volgende. 

1. Een functie te bepalen, waarvan het reeele gedeelte op 
Lq de standvastige waarde nul heeft, en die in een gegeven 
punt P binnen Sj, logarithmisch oneindig is. 

2. Een functie te bepalen , waarvan het reeele gedeelte op 
Lj de standvastige waarde 1 bezit en die in P logarithmisch 
oneindig is. 

3. Twee reeele functien u en u te bepalen, wier waarden 
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op de Ign L^ oyereenstemmen , die op L^ het standyastige 
verschil 1 hebben, en waaryan de eene u op L^ de stand- 
yastige waarde nul bezit. Boyendien moet u in het stuk tus- 
schen Lq en L^, en w' oyeral binnen Lj, aan de boyenver- 
melde gedeeltelgke differentiaalyergel^king yoldoen. 
De oplossing yan deze yraagstukken wordt besproken. 



4de Tergadering op 20 Febmari 1892. 

Spreker: Dr. R. H. van Dorstbn. 
Oyer de » Analysis Situs." 

Leibniz maakte in 1679 in een brief aan Hutgens de op- 
merking dat er behoefte was aan eene zuiyer meetkundige 
analyse, die rechtstreeks de 1 i ggi n g bepaalt, eyenals de algebra 
de grootte aanw^'st. De eerste uitkomsten werden echter 
verkregen door Euler, die het yraagstuk yan de bruggen 
yan Eonigsberg behandelde (1759), oyer den paardensproug 
schreef , en de naar hem genoemde stelling oyer de yeelylak- 
kige lichamen bekend maakte; en Vandermonde, die onderzocht 
(1771), op welke wijze een draad moet worden geleid om 
de mazen yan een weefsel te yormen. Daarna is er gedurende 
geruimen tgd in die richting niet yerder gewerkt. Ten minste 
in 1833 getuigde Gauss {Werke V, S. 605): »Von der Geo- 
metria Situs, die Leibniz abnte und in die nur einem Paar 
Geometern (Euler und Vandermonde) einen schwachen Blick 
zu thuu yergonnt war, wissen und haben wir nach andert- 
halbhandert Jahren noch nicht yiel mehr als nichts. Eine 
Hauptaufgabe aus dem Grenzgebiet der Geometria Situs und 
der Geometria Magnitudinis wird die sein , die Umschlingun- 
gen zweier geschlossener oder unendlicher Linien zu zahlen." 
Listing , door Gauss op het groote belang yan het onderwerp 
gewezen, legde zich op dezen nieuwen tak yan wetenschap 
toe en maakte eenige resultaten bekend in zgne y Vorstitdien 
zur Topologie'\ die het uitgangspunt werden yan een groot 
aantal onderzoekingen op dit gebied. 

N. A. ▼. W. Dl XX. 8 
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Bedert het midden van deze eeuw hebben vele wiskundigen 
de yraagstukken bestudeerd, die zich in deze meetkunde der 
1 i g gi n g voordoen. Wat door de Fransche wiskundigen, vooral 
op de congressen der Association frangaise pour Tavance- 
ment des Sciences, is geleverd, werd door Ldcas vereenigd, 
bewerkt en uitgebreid in zgne voortreflEel^ke » Thiorie des 
nombres*', waarvan het vorig jaar het eerste deel verscheen. 

Eenige van deze yraagstukken werden nu besproken. 

In de eerste plaats de theorie der meetkundige netten. 
Onder een meetkundig net wordt verstaan een stelsel van 
punten {kruispunten) in de ruimte, die door een of meer 
rechte of kroinme lijnen (wegen) met elkander verbonden 
z^n. Een kruispunt heet even of oneven naar het aantal 
wegen, die er in samenkomen. Het net heet conttnu, wan- 
neer een beweegl^'k punt, in een der kruispunten geplaatst, 
naar ieder ander kruispunt kan komen langs wegen van het 
net. EuLER heeft in zgne boyengenoemde behandeling van 
het yraagstuk der bruggen van Eonigsberg uitgemaakt, wan- 
neer het net in een trek is te beschrgven. Clausen behan- 
delde het geval, dat het net niet in een trek kan worden 
beschreven en ging na, hoeveel trekken er dan minstens 
vereischt worden. Lemoinb heeft in 1881 {Quelques questions 
de giomitrie de position sur les figures , qui peuvent se tracer 
d'un setd trait) het gevondene in stellingen samengevat en 
deze algemeen bewezen. 

Met het bepalen van het aantal w^zen, waarop een con- 
tinu net in een of meer trekken kan worden beschreven, 
heeft zich Tab.bt bezig gehouden, die, na eerst het alge- 
meene geval teruggebracht te hebben tot een stelsel met 
uitsluitend even kruispunten, door zgne beschouwingen over 
i^keemetten*' (impasses) eene mefchode aangaf om dit aantal 
te bepalen. De methode van Tarry werd toegepast op het 
geval, dat de hoekpunten van een v^fhoek de kruispunten, 
en de z^'den en diagonalen de wegen z^n. Ook voor den 
zevenhoek en den negenhoek is het vraagstuk uitgewerkt; 
maar hoewel de methode van Tarry zeker veel eenvoudiger 
mag worden genoemd dan de w^ze , waarop Reiss het vraag- 
stuk van den zevenhoek {Annali di Matematica 1871) of liever 
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het overeenkomstige yraagstuk: op hoe^eel w^*zen kan een 
keten worden gevormd met de steenen van een dominospel? 
heeffc opgelost, zoo is toch eene algemeene formule in deze 
nog niet gevonden. 

In de tweede plaats werden de rekenveelhoeken {schaak- 
harden) besproken; het vierkant van Fbbmat en de driehoek, 
v^f hoek en zeshoek van Delannoy. Met behulp van deze 
kunnen op zeer eenvoudige wgze veel vraagstukken worden 
opgelost, die schijnbaar een zeer uiteenloopend karakter ver- 
toonen. Daarvan werden er enkele behandeld, namel^k: 

1. Verdeeling van een convexen veelhoek in driehoeken 
door diagonalen , die elkander niet binnen den veelhoek sng- 
den. Voor eene verdeeling van een w-hoek door c^ diagonalen 
in d-\-\ veelhoeken is de algemeene formule afgeleid door 
KiRKMAN {On the k'partitions of the r-gone^ Phil, Trans, 
CXLVIl, 1857). 

2. Het vraagstuk, dat in 1887 in de Comptes Rendus de VAcad, 
des Sciences (Paris) werd gesteld en opgelost: Bg eene stem- 
ming over twee persoaen A en B krijgt Am en B n stemmen. 
Daar m^ n is, wordt A gekozen. Wat is de kans , dat tgdens 
het tellen van de stemmen A voortdurend de meerderheid 
heeft? Van dit vraagstuk was onder andere eene vernuftige 
oplossing gegeven door Andee (C. R. t, GV, page 43(5), die 
door Bertband in diens Calcul des Probabilit4s (1888) is op- 
genomen. Met behulp van den driehoek van Delannoy wordt 
het vraagstuk onmiddell^k opgelost. 

3. Het bekende vraagstuk van Huygbns over den duur 
van het spel: Een speler zet alt^d het n^ deel van zgn oor- 
spronkelgk vermogen in. Wat is de kans, dat hg bg het 
2iX + ^** spel zgn geheele vermogen verspeeld heeft? 

4. Het aantal w^zen te bepalen, waarop een damschyf 
van een gegeven vak van het dambord naar een ander vak 
kan komen; wat ook door Andre, zij het niet op zoo een- 
voudige, toch weder op zeer vernuftige, w^ze was opgelost. 
(Zie voor de methode, waarop Andre bg zgne oplossingen 
van dergelgke vraagstukken te werk is gegaan: Bulletin de 
la Sociite mathimatiqiLe de France^ t, VII). 

Ten slotte werden nog enkele vraagstukken vermeld, 
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waarvan de algemeene oplossing nog niet is gevonden, opder 
anderen de yraag naar het aantal w^zen , waarop eene strook 
of een blad postzegels kan worden opgevouwen. Prof. Schoutb 
heeft dit vraagstak tot een uit de getallenleer teruggebracht, 
en de oitkomsten tot het geval van eene strook yan negen 
postzegels afgeleid. 



5de Toordraclit op 12 Maart 1892. 

Spreker: de Heer W. Bjlptbyn. 
Over BsssBL'sche Functien. 

Ik stel me Toor in dit uar U te laten zien, hoe eenebg- 
zondere formule in de Theorie der BisssEL'sche Functien deze 
zeer vereenvoudigt. 

Deze formule berust op de Besiduenrekening van Gaucht; 
ik zal me daarom veroorloven, daaromtrent het een en ander 
Yooraf te bespreken. 

Zg f=:^-|-ty eene complexe veranderlgke , yooi^esteld 
door een punt in een plat ylak met coordinaten x en j/ , en 
f(t) eene e^nwaardige functie, die in een punt a, oo wordt. 
Men heeft dan in de nabgheid yan dit punt 

/W (i4f^» + TlfT + ^ + ^i ('-«) + ••• 

Nu speelt de coefficient in , namel^k -4_i, in yele on- 

t — a 

derzoekingen een groote rol, en deze wordt door Caught de 

residu yan f{t) ten opzichte yan pool agenoemd. Hg schrgft 

Schrgyen wg eenyoudiger 

Eene andere definitie is deze 



Lm-^ijj^'^^'- 
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Om te laten zien , dat deze definitie , waariu de integraal- 
weg in positieyen zId genomen wordt, met de vorige over- 
eenstemt, stel ik 

t = a -}- p e» ^, derhalve dt = ipe*^ dd; 
de integraal wordt dus 



^^ J 



2 
Deze bestaat nu uit stukken 

A^2 r^T pgtd A, ra 



IT Jo P'«'»^ 2t Jo 



2 

die alien nul zgn, en uit 



5r Jo P«*^ 



2 

Voorbeeld. 

Zg /(£) eene 6enwaardige functie, die in t = a wordt oo 
m^ orde, dan is 
/(0(t — a)- = ^(0 = Cp(a) + (« — a)$'(a)+... 

dus 

1 /d»-i(?>\ 



Is das 



6. ^^*^ - (to- 1)1 ( rfr=5-| • 



m^ 1 , 



dan is 



Zg bgvoorbeeld 






dan is 



<?) (<) = « 



l('--P 



en deze 



Heeft eene eenwaardige functie binnen zekere kromme K 
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eenige discontinuiteitspunten a, &, c, en omgeeffc men ieder 
dezer door een kleiu cirkeltje, (zieFig. 1) dan. is dus/(t)in 
het gebied tusschen K en deze cirkeltjes ^enwaardig en wordfc 

nergens oneindig. Nu heeft Caught bewezen, dat \f{fydt^ 

langs omtrek van dit gebied zoo genomen , dat men steeds 
dit gebied links houdt, de waarde nul bezit; derhalve 



f f{t)dt^ f f{t)dt- f f{t)dt- f f{t)dt = 0, 

J K J a J t J e 



of 



i./y(orf*)=i:<c./(*). 



De BESS£L'sche fanctie wordt nu gedefinieerd door de steeds 
convergente reeks 

-^' ^^^ ^ 2vJr! L^ ~ 2.(2n+2) + 2.4.(2w+2).(2w+4)"*"J* 
Bew^zen we nu, dat deze ook kan geschreven worden als 
eene residn en wel 



3 f\ 



wo e"+^ 

'=(>+l'+ra''+--)(>-r?+ 

+ 2^2! t^ ~ • • ^~ ^""^ 2v:^ ^" •/ 
YermenigYuldigen we nu den laatsten factor met V^^^ dan komt 

2"+i.(n4-l)!«* J' 

zoodat de coefficient van — wordt 

t 

I i).r ^ ^^^ I ^-^^ 1 

^ ^ L2".n! 2»+».(n+l)!^2«+*.2!(nH-2)! J 

of 

^~ ^^"2r^L^~2>+l) "^ 2*.2!(n+l).(n+2)~ ' 'S"^~ ^^^'^'^' 
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VermenigTuldigen we den laatsten factor met -^zr^ daa 

V 

wordt hg 

en schrgyen we daaronder den eersten factor 

Z Z* Z*^"^^ ^"^^ 

1 

dan wordt eyeneens de coefficient yan — in het product 

z* ^*+^ -?**+* 



• • • 



2'.nl 2«+''.(n+l)! ' 2"+*2!(n + 2)! 
of 

2^^ L^ ~ 2».n+l "'' 2».2!(n+l).(n+2) " • •J = ■^» (^)- 

Eigenschappeu der BsssisL'sclie fanctien. 
I. 2^|^ = J^,(^)-7„+x(.). 

Uit y,-\) 

Tolgt door difPerentiatie 



;.i!-\) ^ }i^-\) 



= 7»_1 («r) — In+l (z). 



11. n J. (^) = J [I»_i (^r) + J«+i (^)] , 

Het tweede lid is gel^k aan 

1 f H'-\) zL ,\\dt 1 r i^i('-T) 



Iv— 1 

= + n/.(2r). 



1 2 V // /» « / Iv 

~2a-tL'^f Jr"'"2srtjr 
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Beeksen van BsssEL'sche functiea herleidt men tot machtreeksen. 

S{z)==I, {z) + QI, iz) + 5I, (z)+l 7,(;r) + . . . . 

Merken we op dat 

S{-z) = -S{z), 
dan is 

S{z) = ^ ^^ e^^ "' [1 + 3 «* + 5 <* + 7 <« + . . .] 

Nu is 



< + <' + ** + •••= 1 7% ? niite mod. t<il; 



dus 



en 

of 

^^^^^ 2w/, (l - <V '" ' *« «, (tn^. r < 1). 

De integraal vindt men gemakkelgk langs een omweg. 

Yerandert men t in - (zie fig. 2), dan wordt z^ 

r 

Hierin is de richting der integraal weer positief gemaakt, 
door het teeken. te yeranderen. Hieruit volgt 

S{-^z) = -Siz) —j^j^^e dt. 



Nu is 



Tt j i ~ 2Tt j , "*" C±l (1 - «V 



2 

r 

of 



25(^)=([;,+£_,, 
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maar 









das 



J*(z) = ^ ; wat te bewflzen was. 

Alle bekende reeksen, die ik onderzocht, laten zich even 
gemakkel^k sommeeren. 

£r komen echter ook reeksen voor van den vorm 

zooals bg de oplossing van het EEPLEB'sche probleem. 
Uit $ — Z8in^ = \l^ leidt men af 

Dit gaf me aanleiding tot de vraag: Ean elke functie 
/(z), die binnen zeker gebied eindig en continue is, ont- 
wikkeld worden in eene reeks 

f{z) = a, + x,I,{z)^a^I^(2z) + x,I,(Sz)+.... 

Ofschoon dit onderzoek nog niet geheel geeindigd is, wil 
ik toch daarvan 't een en ander mededeelen. 

Ontwikkelt men f{z) volgens Macbaurin, dan is 

/W=/(0) + ^/(0) + j^/'(0) + .... 

Ontwikkelt men yerder het tweede lid naar macbten van 
Zy dan yindt men door yergel^king der coefficienten yan de 
gelgke machten 

/(0) = «o> »o=/(0). 

|^/'(0) = |-j«,. «,=/'(0). 

|!/"'(0) = -^,«.+|!«„ «,=§/'(0)+^r(0). 



waarnit men achtereenvolgens «o , «, , «2 « ■ • • ^^ fanctie Tan 
/(O), /' (0), /" (0), . . . kan afleiden. 
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Voert men nu in eene functie 

'^'^~";i^r+rL 2(2n-2) ^2.4.(2n-2).(2«-4)* ^'J' 
die af breekt bg 

w! 2—8 ' 
of 

n! 2—1 ' 
naar gelang n even of oneven; zoo is juist 

Bgvoorbeeld 

maar 

OAt) = l en /(«)=/(0) + t/'(0) + |V'(0) + ..> 

dus coefficient 7 = «2=/"(0) als boven. 

Ik yind dus voor de coefficienten der ontwikkeling 

Een paar O's wil ik hier uitschrgyen. 

2 
^ , , 2 1 , 16 1 

/- /.x 11,31 

en zoo Toort. 

Eene bgzondere eigenschap dezer functies is, dat 

0.(1) = 2, 

behalve 

0„ (1) = 1. 



0,(«) = r,' 
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Nemeu we als voorbeeld 
1 



1—z 

dus 



= «oH-«i -^1 (^') + «i-^j(2^') + ...., 



Ontwikkelt men 

1 



1 — « 



= ! + «+<» + ...., 



en bepaalt weer de coefficient van — in het product 

0.(t). ^ 



1=1' 
dan vindt men gemakkel^k ^) 

Xn= On{l) = 2 Xq=1j 

dus 
1 



= l + 2/,(^) + 2i, + (2^) + 2J3(3^) + .... 



1—z 

Het spreekt van zelf, dat deze afleiding te wenschen over- 
laat; en dat men nu streng moet nagaan, binnen welke 
grenzen de genoemde ontwikkeling geldig is. Dit nu heeft 
m^ geleid tot het volgende. Elke functie, die bolomorph is 
binnen een cirkel met straal 1, is op deze wijze ontwikkel- 
baar in BfissEL'sche functien. Deze ontwikkeling is evenwel 
alleen geldig yoor alle punten binnen zekere kromme, wier 
yergelgkingen, zoo we p en as polaire coordinaten noemen, zgn 

ch2u — ush2u = co82aj 



_l/'2u_ 



Dit bew^s stennt hoofdzakel^k op de formule van zooeven, 
en ik veroorloof mg daarom hier in 't kort aau te geven, 
hoe dit ouderzoek door mg is geschied. 



1) *"= a4-J, ^•^'>i-^= -a¥;/L^.('^7(r^' 



= + 0,(1) = a. 
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Als vroeger stel ik het tweede lid =S, en vind met 
behulp der residuyorm van de BsssEL^sche functien 

27rtJ t ' 

De reeks binnen haakjes laat zich sommeren, wanneer 



mod. t >e < 1 > 



tot^ 

1 



S = 



27ri 

t 




Stellen we nu in de voorwaarde 

t == r (cos 6 -j-i sin 6) z-= p {cos « + < sin a) , 

dan wordt zg 

~ [(r — ^) cosa.cosQ — {r-\- -) nn« . m ^ ] 

re ^ ^ < 1. 

stellen we nu , dat z (p, x) een vaste waarde bezit, en vra- 
gen we alle waarden van r te bepalen, zoodanig dat voor 
alle panten op omtrek r de voorwaarde vervuld zg. De 
waarde van 6 waarvoor de exponent 

(r j cos X . cos 6 — lr-\ — j sina . sin 6 

maximum is^ wordt bepaald door 



Deze waarde invoerende, zoo wordt de voorwaarde 







Na 18 

1 — »f 



= (l-.^)(l-.^ + ^* _„.+..), 



l + 'f 
Zoolang mod, i/ s mod. te^ * < J. 
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2 K ri 



2co82a^r* 

Te ' ' <1, 

waarin de positieve wortel bedoeld is. 

Door nu r > 1 te nemen kan nimmer aan deze vergelgking 
Yoldaan worden. Stellen we dus r < 1 of r = e~**, dan komt 

.2 II 

V/2 cA 2 t« — 2 co« 2 « < — • 

We yinden dus , dat u yeranderen mag tnsschen de twee po- 
sitieve wortels u^ en u^ der yergelgking, (als p en ^ zoodanig 
gekozen z^n, dat deze yergel^king positieve wortels heeft) 

2m^). 



1/2 cA 2 w — 2 co« 2 a = — 

P 

De wortels z^n gel^k, indien 

cA2w — ush2u=^co82 oty . . . . • . . . (1) 
en alsdan is 

Wanneer we dus z(p^a) vast kiest, vindt men voor u of 
r=^modt in 't algemeen twee waarden. Wanneer men dus 
t kiest in den ring tusschen r^ en r^ liggende, zal de con- 
ditie vervuld zijn. Laat men nu p van af nul aangroeien, 
» vasthoudende, dan zal deze ring hoe langer hoe smaller 

worden , en eindel^k nul worden zoodra p = 1/ " 

^ 8h2u 

zynde u de wortel uit vergelgking (1). Men vindt zoodoende 

een kromme C, waarbuiten z niet genomen mag worden. 

Keeren we nu terug tot 



4 
1) tf»* + tf- *« — 2cm2« = --ar* 

heeft / twee reele wortels. Immers teekenen we de kromme (zie fig. 4) 

4 
y = e** -{- e~*' en de kromme y = -7 ** i 

dan krggen we lets als hierbij 

2ci(0) = 2, 

2<?A(1)=:8.1, 
2 cA (2) = 7.6 , 
2<?A(8) = 20. 
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S{z) = , 




3(1--) 



-■') 



dt, 



genomen langs een cirkel met straal r, inliggende tusscben 
de beide waarden r^ en r^ , die bg eene gegeven waarde van 
z binnen de kromme C behooren. 

Ik bew^s nu, dat in den ring tasschen r^ en 1 geen andere 

wortel van X-f-te =0 kan liggen dan alleen t=—\. 



Veranderen we nu t in -, dan is 

V 



S{z)=- 




2 ^ t' 



i(<-L) 



) 



dt, 



waarin de richting weer de positieve is. 
Nu is 



2 7ri 





('-\) 



|('-7)) ' 



of 



-2S=-<^_,= 



1 — t 



-0--) 



('+ 



te 



(-^) 



) 



.(«+l) 



1-r' 



/=— 1 



das 



^ 1 — z 
Wanneer dus z binnen de kromme ligt, geldt de formule 



ji^= 1 + 2^ J«(m^). 



1»=1 



Voor zoover mg bekend, werd deze formule nergens voor 
onbestaanbare veranderlgken bewezen. 



/ 



127 
Ik houd me nu bezig met de formule 

en yind, dat deze geldt voor z binnen de kromme C en 
modt^ 1. 

Na leert weer Oauchy dat, indien eene fanctie binnen een 
cirkel met straal 1 holomorph is, 

Stelt men hierin 

^-£^ =2^ On, {t) In, {m Z)j 

dan komt eindelgk 

f{^) = ^^ «« Im (w z) , 
waarin 



BEREKENING VAN DE BENADERDE WAARDE 
EENER BEPAALDE INTEGRAAL, 



BOOK 



B. P. MOORS. 



ludien bet niet mogelgk of te moeielgk is de juiste waarde 
van de bepaalde integraal I f{x)dx door integratie te be- 

palen, meet men zicb vergenoegen er de benaderde waarde 

van te berekenen. 

Hierbg bedient men zicb inzonderheid van zoogenaamde 

benaderings-formulen , waardoor men bet eigenlgke integreeren 

gebeel vermgdt, en men de waarde der bepaalde integraal 
h 
f{x)dx^ zoo naawkeurig als men verlangt, kan leeren 

kennen , zonder zicb met bet opsporen der onbepaalde integraal 
f{x)dxte moeten bezig boaden. 



/ 



r 



De benaderings-formulen zyn in drie ^roepen te verdeelen. 

Tot de eerste groep bebooren die volgens Newton-Cotes. 

Tot de tweede die volgens Maclaukin. 

Tot de derde die volgens Gauss. 

De meest bekende van alle, en die tevens bet meest ge- 
bezigd worden, zgn de benaderings-formalen volgens Newton- 
CoTBS, welke voor een deel afzonderlgke namen dragen. 

Die volgens Maclauain worden weinig gebezigd, ofscboon 

N. A. ▼. W. Dl XX. 9 
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zij , onder overigens gelgke omstandigheden , nauwkeuriger 
en daarb^ niet minder eenvoudig in de toepassing zgn dan 
die volgens Newton-Cotes; zg zgn echter minder bekend, 
omdat zij, voor zoover mij bewust, in de werken, die over 
het onderhavige onderwerp handelen , of in het geheel niet , 
of slechts zeer beknopt, besproken worden. 

Van de benaderings-formulen volgens. Gauss wordt weinig 
gebruik gemaakt. Wei geven zg de meest nauwkeurige uit- 
komsten , maar hare toepassing eischt in den regel , ten gevolge 
van de zeer uitvoerige berekeningen , die er bg behooren , te 
veel tgd om er zich van te kunnen bedienen. 

Al deze formulen nu op eene elementaire wgze af teleiden, 
er eenige nieuwe bg te voegen en bovendien eene verkorte , 
zeer gemakkelgk toe te passen methode van benadering vol- 
gens Gauss bekend te maken, is het doel van dit opstel. 

De benaderings-formulen volgens Newton-Cotes, die niet 
alleen de meest bekende en de meest gebruikelgke , maar 
ook de oudste zgn, zuUen het eerst worden behandeld. 



A. DE WAARDE VAN EENE BEPAALDE INTEGRAAL 
VOORGESTELD DOOR DEN VLAKKEN INHOUD EENER FIGUUR. 

BENADERINGS-FORMULEN. 



/ 



§ I. Men kan de waarde van eene bepaalde integraal 

f{x)dx voorstellen door den vlakken inhoud van de 

figuur ABB' A', welke begrensd is door de as der X , de 
ordinaten behoorende tot de abscissen 0'B'=6 en 0'A' = a, 
en het stuk A B der kromrae Ign , wier vergelgking ten op- 
zichte van het rechthoekige coordinatenstelsel 0' X en 0' Y' door 

J' = /(^) • ; (1) 

wordt aangegeven, mits tusschen beide grenswaarden van x^ 

f{x) hare continuitqit behoudt. 

Eene benaderde waarde van dien vlakken inhoud ver- 
krggt men onder andere door de zoogenaamde M4thode des 
trapezes, die hierin bestaat, dat men de breed te der figuur, 
namelgk A' B' = 6 — a , die wg door H zullen voorstellen , 
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in (n — 1) stukken van onderling gelgke lengte verdeelt;in 
de deelpunten , benevens in de eindpunten A' en B', de n or- 
dinaten y,, y^i •.»})% opricht ; en de som neemt van de (w— 1) 
trapezia, welke deze ordinaten tot opstaande zgden hebben. 
De kromrae grenslijn A B wordt bg deze benadering door 
eene gebroken lijn vervangen, en de benaderde inhoud 
der figuur , of wat hetzelfde is, de benaderde waarde der 

integraal I f{x)dx^ — die wg door z", in tegenstelling van 

den waren' inboud der figuur of van de werkelgke waarde 
der integraal, die w^ steeds door i zullen aanduiden, — is 
gelijk aan 

'-^ 2(n-l) • • ^^^ 

De juistheid der benaderings-formule (2) neemt, in den 
regel , toe met n , dat is met het aantal in rekening gebrachte 
ordinaten, omdat zich de gebroken l^n, in het algemeen , 
des te meer aan de ware grensign AB aansluit^ naarmaten 
grooter is. 

Het is duidel^k 
1", dat indien groote nauwkeurigheid wordt verlangd, men 
van formule (2) alleen dan gebruik kan maken , als de 
kromme AB weinig van eene rechte Ign verschilt of, 
in het tegengestelde geval , als n zeer groot wordt ge- 
nomen ; en 
2^. dat formule (2) voor kromme lijnen, die tusschen de grens- 
ordinaten steeds hare boUe 5f steeds hare hoUe zgde naar 
de X-as keeren, in het eerste geval een te grooten, in 
het tweede geval een te kleinen inhoud aanw^st. 

Eene andere benaderings-formule, welke, zooals in § 4 
zal blgken, b^ een even groot aantal in rekening 
gebrachte ordinaten, eene meer nauwkeurige uitkomst 
geeft dan die sub (2), is de formule van Simpson. 

Bedoelde formule verkrijgt men door de gedeelten der 
kromme A B, begrepen tusschen elk opvolgend paar o n e v e n 
ordinaten y^ en y^ , y^ en y^^ enz. , te vervangen door stukken 
van tweed e-raachtsparabolen, die door de toppen der drie 
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ordinaten y^, y, en ^3, ^3, y^ en ^5, enz., zgn getrokken, 
zoodanig, dat de assen dezer parabolen alle eyenwgdig loo- 
pen aan de Y'-as. 

Ter bepaling yan den benaderden inhoud van de twee 
eerste strooken der figuur , die inliggen tusschen de ordinaten 
Vi ^^ ^3 9 trekke men de koorde A C. Stellen wg den bena- 
derden inhoud van de eerste strook door {^^ dien van de 
tweede strook door t% , enz. voor , dan is {^ -j" i% S^^S^ ^^^ 
den inhoud van bet paraboliscb segment A G , yermeerderd 
met den inhoud yan bet trapezium A' C. De inhoud yan bet 

segment is y A(2yj — y, — jj), als h= de breedte 

n — 1 

yan elke strook yoorstelt, waarin de figuur door de ordinaten 

Vi 9 ^2 9 • ' • V" ^^ yerdeeld ; de inhoud yan bet trapezium is 

* 6^1 4- Vz) ; bggeyolg is 

Op gelgke wgze yindt men 

u + •^ = 3 (»3 + 4^4 H-ys)* 

enz. Heeft men den a&tand A'B' in een eyen aantal, bg- 
yoorbeeld 2 m, gel^ke deelen h yerdeeld, derhalye de geheele 
figuur in m dubbele strooken ; en heeft men in elke yan deze 
de kromlgnige grens, op gelgke wgze als in de eerste dub- 
bele strook, door eene tweede-macbtsparabool als boVen is 
bedoeld, yeryangen; dan yerkr^gt men, door sommeering yan 
de inhouden der afzonderlgke dubbele strooken, de nayolgende 
benaderings-formule 

V iT yi+y>+2(ff3+y5+'"yn-2)+^(y2+y4-] — hy^-i) /ox 

*=^ 3(n-l) '^^^ 

die onder den naam yan regel yan Simpson bekend is. 

Eyenals , bg een gel^k aantal ordinaten , formule (3) nauw- 
keuriger is dan formule (2), zgn er tal yan formulen, wier 
toepassing , bij gelgke getallenwaarde yan n, in bet algemeen, 
yeel nauwkeuriger uitkomsten geeft dan die sub (3). W^ zuUen 
meerdere yan die formulen ontwikkelen. Bg die ontwikkeling 
zuUen wg steeds onder de uitdrukkiug »de krommeignAB» 
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all^n en uitsluitend verstaan: het stak yan die Ign 
dat tusschen de punten A en B inligt, en aaunemen, 
dat al de ordinaten van dit stuk eindig z^n en zg, ieder 
in het bgzonder, de kromme in slechts een punt kunnen 
sngden ; overigens kennen wg aan de kromme A B een ge- 
heel willekeurig beloop toe. 

In § 3 zal worden aangetoond , dat de kromme A B , ten 
opzichte van de assen 0' X en 0' Y^ met een onbegrensden 
graad van nauwkeurigbeid kan worden voorgesteld dooreene 
vergelgking van den vorm 
y=f(x) = K^ + K,x + K^ai^ + ... + K^2X--^ + K^^af^\ (4) 
dus ook door de reeks van Taulor ; waarait dan volgt , dat 
de reeks, die wg in § 2 zallen afleiden, ons werkelgk den 
inboud der kromlgnige figuur zal doen kennen. 

B. ONTWIKKELING VAN BENE PORMULE TER BEREKENING 

VAN DEN WAREN INHOUD DER EIGUUR, WAARUIT DE 

BENADERINGS-EORMULEN VOLGENS NEWTON-COTES 

Z(JN AF TE LEIDEN. 

§ 2. De inboud i van de figuur kan op verscbillende ma- 
nieren worden berekend. 

Wg zuUen beginnen met de Ign A' B' in (n — l)stukken 
yan ouderling gelgke lengte h te verdeelen, en in de deel- 
punten, benevens in de uiteinden A' en B\ de ordinaten ^j, 
2/2 9 * * • 2/« ^P ^ richten , wier lengten wij bekend acbten. 

Wg nemen den afstand van de ordinaat y^ tot de veran- 

derlgke ordinaat y als de onaf bankelgk veranderlgke x aan , 

waardoor vergelgking (I) der kromme grenslgn AB, ten 

opzicbte van de recbthoekige coordinaten-assen O'X en O'Y' 

overgaat in 

y=f{a^x). 

Bepalen wg dan vooreerst den inboud t ^ = | y dx = 

J 

f{a-{'x)dx van de eerste strook , dat is van de strook, 



weike tusscben de twee eerste ordinaten y^ en y^ inligt; 
daarna den inboud i^ van de tweede strook, en zoo voort^ om 
aldus, door sommeering van al de afzonderlgke strooken, 
tot den inboud van de gebeele figuur te kunnen besluiten. 
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Stellen wg overeenkomstig de aanwgzing in de figuur, 
j; = h — z ^ dan is 

/ (a + .2?) =/(« + A — z) en d.v= — dz, 

Voor 07 = is z = h en voor ^ = A is z=Oj zoodat men 
vindt 

^l= I /(a + ^)cZ.r= r /(tt+/i-^)(-^^)= r^ f{a + h-z)dz. (5) 
De reeks van Tayloe is 



^ . , . . .2?^ . , V . 07^ 



/(« + ^) =/(«) + 1 /, («) + 1^2 A («) + YJjA («) + - (6) 
en ook 



z^ ^ . . ,. z^ 



/(a + A_^)=/(a + A)-j-/,(a+A)+j^/,(a + A)-^/,(a + /0 + ...(7) 

Vermenigvuldigt men (6) met dx en (7) met dz en" in- 
tegreert men, dan vindt men, bl^kens (5), 

en 
h h^ h^ A* 

en door optelling van deze beide 

+ 1:2X4:5 1-^' ^'^ + ^) +/* («)l + - 

Deze uitdrukking voor Zj kan op de volgende wgze ver- 
eenvoudigd worden. 

Stellen wg in (6) x = h en in (7) z = hj dan wordt ge- 
vonden 

/(« + A)=/(a)4-Y/i(«)+^/,(a) + Y;^/,(a)+... (9) 
en 

/(a)=/(a+A)-|/, (a+A)+ ^^/,(a+A)-Y^/3(a+A)+..;(10) 

samentellende vindt men 
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f I/, (« + *)-/.(«)! + j;!^ !/,(« + A) -/3(«)t + 

= ^ i/.(«+A)+/i(a)t +j;^ 1/4 («+*)+/* («)!+..., (11) 

of, na ter bekorting 

f, (a + A) + U (a) = X, en /, (a + A) -/, (a) = F, 
gesteld te hebben , gaan (8) en (11) over in 

1.2 ^ 1.2.3.4 ^ 1.2.3.4.5.6 ^ •"• 
en 

1 ^^1.2.3 ^^1.2.3.4.5 ^=^••• 

W' A* A« 

^ 1:2 ^^ + iXaU ^* + 1.2.3.4.5.6 ^« + ^^^^ 

Substitueert men de waarde van Xj uit (12) in de voor- 

laatste vergel^king, dan wordt deze 

A 'A* W 

2f, = jXo + (4-4)y^2-3;jX,+ (|-4)j2,g^gg Xe + ... 

A^ A* A® 

waarin dus X^ niet meer voorkomt. 

Als men de bewerking die tot (12) leidde toepast op de 
p^ afgeleide van (9) en (10), in plaats van op die functien 
zelf , dan komt men tot 

A A^ A* 

1-^^ + 1:2:3 ^^+'+1.2.3.4.5 ^p+4 + - = 

- 1.2 ^P+i -1- 1.2.3.4 ^'^^ + 1.2.3.4.5.6 "^^+' + - 
ten blgke, dat men in (12) de indices van X en F naar 
believe mag verhoogen, mits alle even veel. 

Vermeerdert men in (12) alle indices met 2, dan wordt deze 
A A' A^ 

I'-^^ + lXS •'^^+1.2.3.4.5*'^^ + '"^ 
A A* A** 

T2 ' ^* "^ IXO • -^^"^ 1.2.3.4.5.6' ^» + -' 
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welke gelijkbeid ons in staat stelt om X4 te elimineeren. 

Men ziet, dat b^ eliminatie yan Xp de grootheid Yp^i 
DOg wordt aangedaan, maar geen meer van lagere orde, 
zoodat er telkens een getallen-coefiScient van een volgende Y 
verder onveranderd blgft 

Gaat men met de eliminatie yan de termen ^ genoeg- 
zaam yoort, dan yindt men 

ii =1 • t/(a + A)+/(a)t + J A* \f, (« + A) -/, {a)\ + 

+ B A« j/, (a + A) -/, (a)i + C A« \f, (a + *)-/, (a)| + 

Dh*\f,{a + h)-f,{a)\+ (13) 

waarin 

^^~12' -^""^720' ^"""30240' ^^ 1209600' ^^' 
Yoor de inhoaden der volgende strooken vinden wg, big- 
kens (13) 

h = | t/(« + 2A)+/(a+A)t+^AM/.(a + 2A)-/,(a+A)| + 
+ BA*j/,(a + 2A)-/,(a + A)| + ..., 

t3 = I f/(« + 3 A) +/(« + 2 A) t +^ A* |/;(a + 3 A) -/, (a+ 2 A) 1 + 
+ 5AM/,(a+3A)-/,(a + 2A)| + ..., 



i^\ = ^ \f{a-\-n-\h)+f{a-^n-2h)\-\-Ah''\f^{a + n-\h)- 

-/, (a+;r-2"A)t +BA« 1/3 (a+;^^TA)-/,(a+^32A)i +.. .. 
Optellende vindt men 

t' = |t/(a)+2/(a + A) + 2/(a + 2A) + ....+ 



4-2/(a+n-2A)+/(a+n-U)|+^A^|/,(a + n^lA)~/,(a)( + 
+ .BA^ l/3(a + n-U)-/3(a)i + C/^^ l/s(« + n-l A)-/,(a)( + 

of, dewgl 

(n — 1) = ^, h = — -, fip)=yii /(« + *)=y2» 

n — 1 



/(a + 2 A) = y3, .../(a+w— lA)=y« en a + (w — 1)A=6 is, 
zoo is 
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*=^ 2(«-i) +^l;r^y' • 

.}/iW-/.(«)l+s(„-^)*.|/,(6)-/,(a)t + 0(^)*. 

• t/5W-/5(«)H--0(^J . \A{b)-f,ia)\+..., (14) 

welke form ale onderstelt, dat al de strooken, waarin de figuar 
is yerdeeld, e^en breed, en de eind-ordinaten van elkedezer 
strooken bekend zgn. 

§ 3. Over de conyergentie van de sub (13) ont- 
wikkelde reeks. 

Aan bet slot van § 1 hebben w^* opgemerkt, dat de. ver- 
gelyking der kromme lyn A B met een onbegrensden graad 
van nauwkeurigheid kan worden voorgesteld door de N£W- 
TON'sche reeks sub *(4), namelijk 

en dus ook door de reeks yan Taylor, waaruit die sub (13) 
is afgeleid. 

Men kan dit volkomen streng bewgzen door de ontwik- 
kelingen in periodieke reeksen yolgens Fovkibb tot uitgangs- 
punt te kiezen. Uit de leer van deze reeksen is bekend, dat 
elke functie F{F)j die van F=0 tot V=ir eindig is, 
voor alle tusschen die grenzen gelegen waarden kan worden 
voorgesteld door eene oneindig voortloopende reeks van den 
vorm 

F{V) = iLo + LiC08 V+L^co82 V+L^coaS 7-4-... 

Hieruit volgt, dat deze functie met elken gewenschten 
graad van benadering door eene eindige reeks van den- 
zelfden vorm kan worden uitgedrukt, mits het aantal termen 
groot genoeg worde genomen. Wg kunnen dus voor deze 
functie de uitdrukking 
F{V)=iL^ + L,co8V+L^co82V+... + Ln^ico8{n--l)V {lb) 

als benadering aannemen; hierin zgn dan de coefiScienten 
L van V onafhankelijk. 
Nu is steeds 
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C082 V= 2cos^ V— 1, 

C08 3 V= 4 co8^ F— 3 C05 F, . 

C08 4. F= 8 COS* F— 8co«^ F+1, ^ ' ' ^ ^ 

C08 5 F= 16 C055 F— 20 co«^ F+ 5 co« F, 
en zoo voort. 

In het algemeen kan coap V ontwikkeld worden in eene 
reeks van termen met geheele positieve afdalende machten 
van €08 F, waarin de hoogste macht van co8 V juist p be- 
draagt. 

Substitueeren w^ de waarden van co8p V sub (16) in (15), 
dan neemt (15) den vorm aan 

y=/(F)= J/0+^1 C08V-\- M^C08^V+... + M^_^C08^^ V. (17) 

Trekken w^ nu in de figuur, uit het midden der Ign 
A' B' als middelpunt, met OD = i£f als straal, een cirkel; 
zij D een willekeurig punt van dezen cirkel, en D (^ loodrecht 
op 0' X, en zg gesteld ^ D X = F en H= 1 , dan is 

0'd = 0' 0+0 d = a + l + \co8V=a + x, 
dus ook 

C08 F= 2 a? — 1, 
waarin F en ^ veranderlgk zgn. 

Substitueert men deze waarde van co8 V in vergelgking 

(17), dan verandert deze in eene, waarin naast bekende coeffi- 

cienten alleen x voorkomt, wier hoogste macht de (w — 1)* 

zal z^n , z^'nde x veranderl^k van -|- 1 ^^ ^^1 tegelgk met 

F van tot t. 

De komende vergelgking zal dus zgn van den vorm 

Men vatte de hier gegeven reeks-ontwikkelingen dier- 
wyze op, dat zg betrekking hebben op de in (18) voorge- 
stelde functie; de reeksen zijn dan eindige, en geene beden- 
king zoude tegen hare algemeene geldigheid zgn in te brengen. 

Opdat de reeksen bruikbaar zuUen z^n, is intusscben ook 
noodig, dat zg zoo sterk convergeeren , dat weinige termen 
reeds eene voldoende benadering geven. De functien , waarop 
zg worden toegepast, moeten dus van dien aard zijn, dat 
zg met een aanzienlgken graad van nauwkeurigheid door ge- 
heele stelkundige vormen van niet te hoogen graad kunnen 
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worden benaderd. Heeft men de getallenwaarden der functie 
voor eene rg gelgkmatig klimmende waarden van x v66r zich, 
dan zal men zich van deze eigenschap der functie kunnen 
overtuigen , door de rijen van opvolgende verschillen der 
functie te berekenen ; de hoogere verschillen moeten geregeld 
afnemen. 

Dat het niet voldoende is, dat de functie vloeiend en 
weinig verandert , kan onder anderen blgken uit het volgende 
voorbeeld. Men denke een gewonen rechten cirkelvormigen 
cylinder in verticalen stand , en dezen afgeknot door een plat 
of gebogen oppervlak, dat weinig van een horizontaal vlak 
afwijkt. Het ronde oppervlak van het overblgvende lichaam 
worde nu volgens eene rechte Ign doorgesneden en in een 
plat vlak uitgespreid. Dit vormt dan eene figuur ABB' A', 
zooals in den aanhef van § 1 bedoeld wordt, en wel eene, 
waarbg A B eene regelmatig en weinig gebogen Ign is. De 
vlakke inhoud zal dan ook inderdaad met groote benadering 
worden aangegeven door de formule (2) of (3) van § 1. Maar 
de font, welke de toepassing van formule (2) zoude geven, 
wordt niet aangewezen door de termen van (14), welke de 
coefiBcienten A^ B, C, enz. dragen. Immers de krommel^n 
is in het beginpunt A volkomen dezelfde als in het eind- 
punt B; de waarden van de functie en van hare afgeleiden 
zgn dus voor x=a en voor x = b even groot; de termen 
van (14), welke in het algemeen als correctie-termen in aan- 
merking komen, z^n dus in dit ge^al alle nul. 

Beschouwde men de formule (14) als betrekking hebbende 
op de functie zelve, die door de kromme Ign A B is afge- 
beeld, dan zou men in het besproken geval de ongergmde 
uitkomst verkrijgen, dat de benaderings-formulen den waren 
inhoud geven. Hieruit blykt, dat deze opvatting niet de 
ware is, maar dat zg te vervangen is door de bovenge- 
noemde, volgens welke de reeks-ontwikkelingen betrekking 
hebben op de geheele stelkundige vormen, die de warefunc- 
tien bij benadering kunnen vervangen. 

§ 4. Formulen van Maclaurin, 8impson, Newton, Cotes, enz. 
In (14) is de correctie uitgedrukt in functie der differeu- 
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tiaal-quotienten van oneven orden , te beginneu met het eerste. 

Maclaukin heeft uit formule (14) er twee andere afgeleid, 
waarin, by gelyke waarde van n, de correctie-termen geringer 
waarden verkrggen dan zg in (14) hebben, zoodat z^ spoe- 
diger mogen worden verwaarloosd. 

Maglaubin brengt namelgk eerst alleen de beide eind- 
ordinaten in rekening, dat is hij beschouwt de figuur als 
e^n strook, en yindt blgkens (14), dewyl alsdan n = 2 is, 

f =^yi±y- J^AH^ \f, {b)-f, (a) j + Bm 1/3 (6)-/, (a)| + 

+ CW 1/3 {b)--Ma)\ +D£P \Mb) -f, (a)j + ... (19) 
De laatste gelykheid trekt hg van het (n — l)^yoad van 
(14) af, en vindt dan 

*= 2j(n-f)i-i| !("- 2) (yi+y-) + 2 ("- ^) (y,+y3+...+i>-i)l - 

- ^"~^^\|-l7.^^'"^^ -P-^ l/r(fc)-/7(«)i-.- , . (20) 
of 

*= 2[(»-V-i] '^" ~ i)(«-2)(yt+y.H-2(«-i)%,+y3+-y-i)l - 

- 5A«J^+'^i:iA) -/, (a)t - (n- 1)» l(n- 1)»+ 1 j . 

.a»t/s(a + «-lA)-/5(a)[-(«-l)M(«-l)* + («-l)*+l|. 

.2?A«|/7(a + n-lA)— /7(a)|— (21) 

Id deze formule, die^de eerste formule van Maclaubin 

wordt genoemd , komt de correetie-terra , die met A is aan- 

gedaan,- niet meer voor, zoodat, bg Terwaarloozing van al 

de ' coi'rectie-termen , zoowel iu (14) als in (20), de benade- 

rings-formuie , die van (20) overbl^ft, nauwkeuriger is dau 

die uit (14) wordt overgebouden. 

Maakt men van slechts drie ordinaten gebmik, dat is, 
stelt men in (20) 7i==3, dan vindt men 

i=^\y, + 4y, +y,t - i 5fl* I/, (6) -/, (a)i - 
- A Cfl» \fAh)-f,(a)\ - '^^j^T)m tA(6)-/,(a)J -..., (22) 
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of 
t=||y, + 4y,+y,j-45AM/.(a-h2A)-/,(a)|- 

- 20 Ch* t/s (a + 2A) -f,{a) \ - 84i)A« j/,(a + 2A) -/,(a) t - ... (23) 

Yerdeelt men de figaur in een even aantal strooken, en 
stelt men weer door t|, ij,...^— i ^^ inhouden voor yande 
opyolgende strooken, dan heeft men blgkens (28) 

i. + h = |lyi + 4yi+ysi-4BAM/,(a+2A)-/,(a)|- 

- 20 Ck' t/, (a + 2 A) -/, (a)| - ... , 

- 20 Ch* \f, (a + 4 h) -/s (a + 2 h)\ - ... , 



«^2 + t»_i = g |y^8 + 4y^i + y,| -4 5 A* I/, (o + n— 1 A) — 

-/,(a+ir^A)t -20CA* t/5(a+l^::TA)-/,(a+ir:3A)| -...; 
waaruit men door sommeering vindt 

t=^ lyi+y«+ 2 (yj +^3 + - +y— 2) + 4: (jj +y» +...+y»-i) t — 

-45A» )/,(ft)_/,(a)t -20 CA« |/5(6)-/s(a)l -..., 
of 

*'=' 3(n_i) lyj+y»+2(y!cl-y5+-+y«-2)+%i+y4+-+y«-i)l — 

-^^jy,5fl»|/3(6)-/,(a)|-^-^, CS»t/#)-/,(a)t -... (24) 

Deze is de formule, die naar Simpson wordt genoemd;bg 
verwaarloozing der correctie-termen in (24) houdt men de 
benaderings-formale oyer, die reeds sab (3) is geyonden. Aan- 
gezien in de yoUedige formule yan Simpson de correctie-term 
met A niet yoorkomt, zoo blgkt, hetgeen reeds in § 1 is 
opgemerkt., dat formale (3) bg een gelgk aantal ordinaten, 
naawkeuriger is dan formule (2), welke uit (14) isaf teleiden. 

« 

Brengt men yier ordinaten in rekening, dan yindt men, 
door in (20) n = 4 te stellea, 
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- 1^ CRo !/, (6) -/, {a)\-^DH^ \f, (6) -/, (a) | - ... , (25) 
of 

*=| |3yj + 9jr, + 9y3 + 3t/J -9BA*t/3(«+3A)-/3(a)|- 

- 90 a« |.A(a+3/0 -fM) t - 819i?A« |/,(a+3/0 -f,{a) \ - ... (26) 

Bij weglating van de correctie-termen in (25) houdt men 
de benaderings-formule over, die naar Newton wordt genoerad. 

Het geval, dat men van vijf ordinaten gebruik maakt, 
geeft aanleiding tot de volgende ontwikkeling. 

Blgkens (22) vindt men, als men alleen de beide grens- 
ordinaten y^ en y-, benevens de midden-ordinaat y^ in re- 
kening brengt, 

i=j \y, +^yz+y-A- \bh* \f, (b) -/, («)t - 

5 21 

- 16 ^^ l/s (&)-/.(«)( - g:^^^ \fAf>)-fAa)\ - ... 

Brengt men echter alle vgf de ordinaten in rekening , dan 
geeft (20) voor w = 5, na beide leden der vergelgking met 
4 te hebben vermenigvuldigd , 

4i=g 1 12y,+32y,+32y3+322,,+12y3 j -i 5^«(/3(6)-/3(a)i - 

17 27^ 

-QlC^ \f-At>) - f-Aa)\ -Y^^DIP f/,(6) -Ma)\ -... 

Trekt men de voorgaande vergelijking van de laatste af, 
dan vindt men, na deeling door 3, 

i=§ i72,j+32y,+12y,+32y,+7j,, j + 1 CH» j/, (6)-/, (a)( + 

21 

of 

+64a«|/5(a+4A)-/,(a)t+13442)A'f/7(«+4A)-/,(a)f+..., (28) 
waarvan het eerste deel on der den naam van benaderings- 
formule van Cotes bekend is. 
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Het geval van n ^ 6 , dat is als z e s ordinaten bekend 
worden ondersteld, eischt eenige meerdere berekeningen. 

P. Past men namelgk formule (21) toe voor het geval 
van n = 6 , dan vindt men 

yi y% y* y» ^6 y. 

■ ' ■ ■ ■ I 

t = A|20(y,+ye) + 50(t/,+y,) + 50(y3+y4)t- 

-25m^j/3(a+5A)-/3(a)! -650CA»t/.(«+5/0-A(a)t -... (29) 

2^. Past men formule (28) toe op de vier eerste, daarna 
op de vier laatste strooken, en vervolgens formule (26) op 
de drie middelste strooken, dan vindt men 

+ +64a7s(a + 4A)-64aV5(«)+-, 

h+ h+ H+h = 3^0^ + 1 12y,+ 512^3+ 192y,+ 51 2y,-\- U2y,\+ 

-f +64CAV5(a+5A)-64a«(o+A)-l-..., 

-(h-Hj-HO =3^{ - 1%,- 405^3 -4055,»-135y, }+ 

+ 9 m» t/a (o + 4 A)-/3 (a + A) (+ 90 CA* \f, (a + 4 A) -/, (a + A) |+...; 
hetgeen opgeteld geeft 

t= A {ii2(y,+y,) + 489(3/,+y5)+299 0/3+^0} + 

+ 9 5A« {/j (a+ 4 A)-/3 (a+ A)} + 64 CA" {/^ (a+ 5 A)-/s(a)J + 

+ 154CA»{/5(a+4A)-/5(a + A)H- (30) 

3". Door toepassing van de formalen sab (23), (26) en (28) 
vindt men 

»i+h+»3+t\ =3^^ {112y,+ 512y,+ 192y3+512y,+ 112y, J+ 

4-64a«/5(a+4A)-64aVs(a)+..., 

h+ h+ »s = glo I + 135^3+ 405j,,+ 405^5+ 135y,| - 

- 9 5A V3 (a + 5 A) + 95Ay3 (a+2A) - 90 ays(a+5A)+90 a«/s(a+2A) - ..., 

-^-** =3^0^ - 120^3- 480^,4 -120y, }+ 

+ 4 Bh*f^ (a + 4 A) - 4 BAV3(a+"'2A)+20 Ch%{a+^h) - 20 Ch%{a+2h)-{...,, 
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'.+ H+«4+»6 = 360 ^ + 112yi+512y,+ 192y4+512y8+ 112y,J + 

+ • +64aV;(a+5A)-64aVs(a+AH-..., 

h+h+h =360 ^ ^35^1+ ^<*%»+405y,+ 135^4 |_ 

- 9 5A*/3 (a + 3 A) + 9 5AV, (a) - 90 a«/s (a + 3AH-90 a VsCa) -.. ., 
~^~'» ^360^ -l%i-480y,- 120^4 |4- 

+ 4 5AV, (a + Sh)-4Bh%{a + A)+20 aV5(a+3A) - 20CA«/5(a+A)- ...; 
optelleDde yindt men 

2t=3^{2470,,-|-y)+909(y,-f^5)+644(y,+y,)}-9^A*|/3(o-j-5A)-/,(a)H- 

+4B/t* J/3(a+4A) -/,(a+A) J - 55A* |/,(a+3A) -/,(a+2A) J 

- 26CA«{/.(a+5A)-/s(o)|+ 
+8iOh*\Ma-\-U)-Ma+h)\-10a'\Ma+3h)-Ma+2h)}+... (81) 
40. Evenzoo 

h+h+ts = 3go { 135y,+405y,+405y,+135y4 | _ 

- 95Ay3(a+3A)+9£Ay3(a) - 90 aVs(a+3AH-90 Ch'Ma) -..., 

+*«+*« = 360 ^ +1 20y,+480y5+l 20y, J - 

- 4BAy,(a+5A)+4BAy3(a+3A) - 20 ay5(a+5A)+20 ays(a+3A) - ..., 
^+*» =3|oJ'20y,+480y,+120y, J_ 

- 4£Ay3(a+2A)-f-4jBAy3(a)- 20 ay5(a+2A)+20CAy5(a) - ..., 

+h+h+ 4= 3^ { +135y3+405y4+405ys+135ye J - 

- 95Ay,(a+5AH-9BAy3(a+2 A) - 90 ay5(a+5A)+90 ay5(a+2A) - ... , 
opgeteld geeft 

2 1 = ^ {255 (y, + yj + 885 (y, + y,) + 660 (y, + y«)J - 

- 13 JBA* i^(a + 5 A)-/3 (a)} -5 J5A* {/, (« + 3 A)-/, (a+2A)} - 
- 1 10 a« j/6(a+5A) -Ma) \ -70CA' |/s(a+3A) -/5(a+2A) ( -...(32) 
Uit de vier vergelgkingen (29), (30), (31) en (32) kunnen 

de drie verschillende correctie-termen met B w6rden ver- 

dreven, zoodat men overhoudt 



•••1 



145 

O7OK QflK 

^^Ch*\f,{a+U)-Ma)\-^a»{f,{a+U)-Ua+h)l+ 
of 

t = ^ J 19 (yi + y.) + 75 (y, + y,) + 50 (y, + y,)| + 

+ -j^[109J/s(a+5A)-/,(a)J-85i/i(a+4A)-/,(a+A)J]+...(33) 



Neemt men zeven ordinaten als bekend aan, metaDdere 
woorden verdeelt men de figuur in zes strooken, dan heeft 
men bg toepassing van de formulen sub (21), (26) en (23) 

t=^ {60(y. + y,) + 144(y,+y,)+ 144(y,+y,) + U4y4} - 

- 36 Bh* {/, (a + Qh) -/, (a) J - 1332 Ch» {f,{a + 6 A) -/« (a) J - 

-47988 Dh* \f, (a + 6 h)-f, (a)| -..., 

i=^{l05(y,+y,) ■ +815(y, + y,) \- 

- 1445AM/, (a + 6 A)-/, (a)J -5760CA«{/5(a+ 6 A)-/,(a)}- 

- 209664 Dh* {/, (o + 6 A) — /, (a) J - ..., 

t=^{140(j,,+y,) +560y,|- 

-324 J5A* {/, (a + 6 A) -/, (a)\ - 14580 CA^ACa + 6 A) -/,(a)| - 

- 5511 24 2?A» {/, (a -I- 6 A)-/, (a)J - ... ; 

waaruit de termen met B en C io Terdrgren zga, zoodat 
men orerhoadt 

• ^ Hl(y,+y,)+216(y,+y,)+27(y, + y,) + 272y4j- 
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DB*\f,(b)-f,(a)l- (34) 



Op gelgke wgze zoa men knnnen voortgaan de correctie- 
termen te berekenen, die b^ n^8, 9, enzoovoort behooren. 
De berekeningen worden echter Toor hoogere waarden dan 
van n = 7 z66t omslachtig. In § 16 zuUen wg qp eene an- 
dere meer gemakkelgke wgze TOor n^2 tot en met n= 11 

N. A. T. W. DL XX. 10 
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de correctie<-terQieii berekenen, waaruit mede de betrekkel^ke 
nauwkenrigheid der yerschillende formulen kan worden afgeleid. 

§ 5. Wil men bg eenige benaderings-formulen tevens ge- 
braik maken van correctie-termen , om de benadering bg een 
bepaald aantal gemeten ordinaten te vergrooten, dan zal 
men daarbg meestal met vrncht de volgende methode knnnen 
toepassen. 

Yermenigyaldigt men (22) met 4 en telt men het product 
bg (19) op, dan yindt men 

i='§ |7(y,+y3)+16y,|+ I AH^ {/, (6) -/, (a)l - 

-~CH*{/,{b)-f,{a)\-.... (85) 

De beoaderings-formale 

»=^^^^»+2/3) + i6y»! + 5^5M/. (*)-/,(«)!, . (36) 

eischt de kennis van slechts drie ordinaten en de bereke- 
ning van ^en correctie-term ; zg is nochtans nanwkeuriger 
dan de benaderings-formule , die nit (25) overblgft, als ook 
hierin de eerste correctie-term wordt behouden , namelgk 

»"' = f J(y,+y4)+3(y»+y,)|-iB^M/,(ft)-/,(a)|, • (37) 

die yier«ordinaten eischt en waaryan de berekening yanden 
correctie-term in den regel lastiger zal zgn dan dien yan 
sub (36). 

Yermenigytddigt men (25) met 9 en telt men bg dit pro- 
duct formule (19) op, dan yindt men 

t = ^|13(j,, fy^) + 27(y,+y,)J + l-^^|/.(6)-/,(a)|- 
- I CH^ \f, (b) - f, {a)\ - ... , (38) 

waaniit 

»"'=^ f l3(y.+t/4)+27(y,+y,)|+ j^^^ J/,(6)-/,(o)l, (39) 

welke fomale lets minder nauwkearig is als die sab (36), 
omdat de eerate ait (35) rerwaarloosde term kleiner is dan 
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de eerste ait (38) verw^aarloosde term. Docli in den regel 
zal formole (39) de voorkeur yerdienenboven die sub (87). 

Yermenigyaldigt men (27) met 64 en (22) met -^, dan 

5 

yindt men 

i - 3^4 f 248 (y, + y,) + 1024 (y, + y«) + 480 y,| - 

-^BHnA(b)-Ma)\+^DH*{Mb)-Ma)\-...,. . (40) 

waarnit 

t'' = ^{31(y,+y,) + 128(y,+y,) + 60y,|- 

-±BH*\Mb)-Ma)\; 

welke formule naawkeariger en, in den regel, yoor de be- 
rekening gemakkelgker is dan die, welke, bg behoud yan 
den eersten correctie-term , nit (27) yoortyloeit. 

Door meerdere correctie-termen in de benadering op te 
nemen, kan men de juistheid onbegrensd doen toenemen. 
Bepaalt men zich tot een oneyen aantal ordinaten , dan geefb 
bet opnemen yan ^n correctie-term meer in de formale, 
dezelfde nitkomst alsof men twee ordinaten meer in reke- 
ning brengt ^). # 

Yermenigyaldigt men bgyoorbeeld (22) met 16 en telt 
men bg het prodnct het ygfyoad yan (19), dan yindt men 

t = j^ {31 (y, +y,)+64y,| +^AH^{f, (b)-f, (a)} + 

» 

+ ^BH* l/^(b)-Ma)\-:^DH» fA(6)-/,(a)|-... (41) 
De hieruit afgeleide benaderings-formale 
♦"-l^ |31(y,+y,)+64ya+AAH» !/,(&)-/, (a)! + 

+ i-Bff»i/i (6)-/,(a)J, 



1) Zal in § 16 sub. (92) algemeen worden bewneD. 
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geldende Yoor slechts drie ordinaten, is weinig minder naaw- 
keurig dan die volgens (34), welke yoor zeven ordinaten is 
berekend. 

Wordt het viervoud van (40) nu wear bg (41) opgeteld, 
dan yindt men 

t = i^{217(y,+y,) + 512(y,+y,) + 432y3| + 

+^^fiM/i(6)-/i(a)| + i^2?fi»iA(6)~/v(a)|...; . (42) 
das heefl; men ook de yolgende benaderings-formule 
t-'=l^|217(y,+y,) + 512(y, + y4) + 432y,| + 

En zoo yoort. 



C. ONTWIKKELING VAN EENE EORMULE TER BEREKENING 

VAN DEN WAREN INHOUD DER FIGUUR , WAARUIT DE 

BENADERINGS-FORMULEN VOLGENS MACLAURIN 

ZIJN AF TE LEIDEN. 

§ 6. Tweede formale yan Maglaubin. 

W^ gaan thans oyer tot eene tweede manier yan inhouds- 
berekening der figuur. 

Formale (14) namelgk doet den inhoud yan de figuur 
kennen als de beide grens^ordinaten yan elke sti'ook, waarin 
de gebeele figuur is yerdeeld, bekend zijn. De yraag is, of 
de inhoud der figuur niet eenyoudiger kan worden uitgedrukt, 
als in plaats yan de ^ren«-ordinaten yan elke strook, de 
midden tusschen deze beide in gelegen ordinaat ge- 
meten en in rekening gebracht wordt. 

Dit nu heeft werkelgk plaats. 

Om bet te bew^zen drukken wg , door middel yan formule 
(14), den inhoud yan de eerste strook der figuur op twee 
yerschillende wgzen uit. Zg nameligk de inhoud yan die strook 
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door tj Yoorgesteld , hare breedte door Ti , de onbekende eind- 
ordinaten door y^ en y^ en de bekende midden-ordinaat door 
y\ , dan geeft (14) voor n = 3 

i. =1 (y, + 2 y'. +y,) + ^ AM/, (« + A) -/i (a)J + 

Brengen wig echter alleen de beide uiterste ordinaten in 
rekening, dan wordt in (14) n^2 en wg hebben ook 

h=\ (2/1 +ya) + ^ A* l/i (« + A) -A («)J + 

+ Bh* \f, {a + h) -/, (a)] + Ch' {/, (a + A) -/« (a)J + . . . . 

Door de voorlaatste vergelgking met 2 te vermenigvuldigen 
en van dit product de laatste vergelgking af te trekken, 
yindt men 

h= Ay'.- ^Ah*\fAa + h)-f,(a)]- 

7 ^\ 

- 1 Bh* \Ma+h)-Ma)l -^Ch* {/s(a+A)-/6(a)} -..., (43) 

in welke formule de grens-ordinaten yi en y^ niet meer 
Yoorkomen, doch alleen de tusschen-ordinaat y\, zoodat uit- 
sloitend deze bekend moet z^n. 

Zign dus in de figuur weer al de strooken even breed, en 
zgn niet de grens-ordinaten y^, ^29***^"' maar wei 
de tusschen-ordinaten y^, t/^^ , , .y',^i gemeten^ dan 
kunnen wg op elke strook formule (43) toepassen. Aldus 
vinden wg ook, als de figuur in n strooken is verdeeld^ en 
van elke van deze de midden-ordinaat is gemeten , 

h = Ay',-l^AM/,(a + 2A)-/,(« + A)J- 

- I B AM/, (a + 2 A) -/a (a + A)| -..., 
^ = Ay',-^^A»i/'(a + 3A)-/,(a + 2A)J- 
_ Ish* I/, (o + 3 A) -/, (o + 2 h)\ -..., 



ISO 



1 



u = Ay'.-5 ^AM/i(« + nA)-/i (« + «-!*)!- 



— ^Bh*\f^{a + nh) -/, (a + n-1 h) 

Al deze aitdrakkmgen eameatellende , vindt men, zgnde 

nh^H ea A = — , 
-gS(f)V#)-/,(«)|-§c(f)*f/«W-/s(«)|--. • (44) 

of 

i^Wi+!/i+y't+ '" -h/<^i+y'A - 1 ^** J/i(« + « a) -/,(a) j - 

7 ^1 

- ^5AM/,(a+nA)-/,(a)| -^^ Cfl»J/.(a+«A)-/s(a)J -..., (45) 

zgnde de tweede formule van Maclauein ^). 

Bg yerwaarloozing der correctie-termen in (44) hoadtmen 
de benaderings-formale 

n 
over, die, ondanks z^ een ordinaat minder eischt 
en aanmerkel^k eenvoadiger is in de toepassing, 
nauwkeuriger blgkt te zgn dan die sab (2), welke uit de 
fonnule sub (14) is af te leiden. 

§ 7. Formulen ait de tweede formale van 

Maclaubik afgeleid. 

Ook ait formale (44) of (45) konnen meerdere benaderings- 
formulen worden afgeleid. 



1) Behalve de formulen (21) en (46), die respeotievelljk de eerste en 
tweede formalen van Maolausin worden genoemd, is ook formale (14), 
namel|jk 

Tolgens ScHLOKiLCH, Compendium der Adheren Jnalysie, II, Seite 136, noot, door 
Maolausin. (1698—1746) gegeven. Formale (14), naderhand weergegeven door 
ISuLKR, (1707 — 1798), wordt de formale van Euleb genoemd. 
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Meet men slechts ^^n tussclien-ordinaat, dan gaat (44), 
voor n = 1 , over in 

-^CH*{f,{a + H)-fs(,a)\^ (46) 

Voor twee ordinaten, dat is voor ns=2, gaat (44) over in 

t=f (y'i+y'»)-|-^fl*lA(6)-/.(a)l -i^^fi* {/,(6)-/,(«)l- 

Cfl» 1/5(6) -/5(a) I (47) 



2048 
of 

«=A(y',+y'0-|^A*l/l(a+2A)-/,(a)|- 

-gBAM/,(«+2A)-/,(a)|-|iCA«f/,(a+2A)-/.(a)J-... . (48) 

Voor drie tnssclien-ordiiiateii heefb men, bl^kens (44) 
en (45), 

.•=8Ay,-i^(8A)M/,(a + 8A)-/,(a)J- 

7 ^1 

- i B{Shy \Ma+Sh) -Ma)l - |i C(8A)« \Ma+Sh)-Ma)\ -..., 

en 

t=A(y',+y',+y',)-|^AM/,(a+3A)-/,(«)}- 

-^^A* 1/3 (a+ 3 A)-/, (a)\ - |1 CA« \f, (a+5k)-f, {a)\ - .... 

YermenigTaldigt men de laatste vergelgking met 9 en 
trekt men van hefc prodact de Toorlaatste rergelgking af, 
dan Tindt men na eenige berekening 

»'=f |3(y'i +y'3)+ 2y',J + ^ 5fl» J/, (6)-/, (a)| + 

+ ^GE*{f,(b)-f,ia)\+ (49) 



Voor het geval men vier ordinaten bekend onderstelt, 
kan men op de volgende w^ze te werk gaan. 
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yi y'x v% y\ y» y% y* y'» y. t 

! I ; I I I i I ! In neven- 

staande figuur stellen de ordioateu met accenten bekende, 
en die zonder accenten niet bekende, dat wil zeggen 
hulp-ordinaten, voor, welke laatste in de berekening 
slechts tigdelgk worden opgenomen, doch in de eind-formule 
niet meer zuUen yoorkomen. 

Bepalen wg den inhoad der figuur op de volgende drie 
verschillende wijzen. 
1®. volgens formule (45); 

2^ volgens formule (49) en formule (48), door eerst den in- 
houd te bepalen van de eerste drie strooken , daarna dien 
van de laatste drie strooken , en van de som den inhoud 
af te trekken van de twee middelste strooken; en 
3^. door, telkens volgens formule (46), de figuur eerst te be- 
schouwen als een strook ; daarna den inhoud te berekenen 
van de figuur , door de som t\ -}- \ ^ nemen van de 
uiterste strooken , en hierbig te voegen de som \ -f~ H 
der twee midden-strooken. Trekt men de twee laatst 
yerkregen inhouden der figuur van elkaar af , dan houdt 
men met die sub 1^ en 2^ de drie volgende vergelgkingen 
over , waaruit de bierna volgende eind-formule (50) wordt 
afgeleid. 
Aldus 

10. t=A(y',+y',+/,+y',)-|.^» j/^(a+4A)-/,(a)|- 
7 ^1 

20. 16t, + 16t, + 16ij =AJl8y',+ 12y'jH-18y'j J -f- 

+ 126 Bhf' \f, (a+ 3A)-/,(a)J + 1395a«{/5(a+3A)-/s(o)|+..., 

16 1, + 16 1, + 16 1, = A I 18y,+12y',+18/, J+ 

+126Bk*\Ma+U) -/3(a+A)H-l 395 Ch^Ma-j-U) -/,(a+A) J+..., 

-16i,-16f3 =h\ -16y',-16y'3 \-\- 

+ 8 M^ i/i (a + 3 h)-f, (a + h)\ -\-UBh*{f,{a+Zh) -/,(«+*) J+ 

hetgeen opgeteld geeft: 

82 1 = A {36 1/', + 28 j>', + 28 y', + 36 /, J + 
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+16 AP |/,(a+3A)-/,(a+A)J +252 J?A* \f^(a+U)-Ma)] + 
* + 2790 Gh< If, (a + 4A)-/,(a)} + 2805A*{/,(a+3A)-/,(a+A)J+ 

+ 2821 C AM/s (o + 3 A) -/5 (a -H A)| 4- . . . . 
30. t = A 4y, -8 ^A* |/, (a + 4 A) -/, (a)} - 

-2245A*|/,(a+4A)-/,(a)J-3968(7A«i/;(a-KA)-/6(«)l~-, 
benerens 

<,=Ay'. - 1 ^A* I/, («+A) -A («)! - 

7 *ll 

-^Bh*\f,(a+h)-Ma)\-^Ch'{f,{a+h)-Ma)\-..., 

h^h\- ^^AM/.(a+4A)-/,(a+3A)|- 

-^5A*{/,(a+4A)-/,(aH-3A)| -^a-i/i(a+4A)-/s(a+3A)J— -, 

t, + t3 = 2Ay,-2^A»|/,(a + 3A)-/,(a + A)}- 
-145A* {/3(a+3A)-/,(a+A)} -62Ch*{Ma+U)-Ma+h)\-..., 
hetgeen opgeteld geeft: 

t=A(j,', + 2y,+y\)-|^AM/,(«+4A)-/,(a)J- 

-^BA*{/,(a+4A)-/,(a)J-|icA«L/',(a+4A)-/,(a)J- 

-|^»i/-(a+3A)-/,(a + A)J- 

-^BA*t/3(«+3A)-/,(a+A)!-^CA«J/,(a+3A)-/,(a+A)l-.... 

Vermenigvoldigt men de laatste gelgkheid met 2 en trekt 
men Tan het product de gel^kheid sub 3** af, dan vindt 
men als vierde vergel^king 

4«. i=A(2y', + 2y'J + 7JAM/.(a + 4A)-/,(a)| + 

+ ^Bh, {/3(a+4A)-/,(a)|+^^ Ch' jA (a +4 A) -/,(«){+ 

-3^M/,(a+3A)-/,(a+A)J- 
-i^5A*J/,(a+3A)-/,(a+A)t _ if£f CA«|/,(a+3A)-/,(a+A)J 



•••• 



Uit de eind-gel^kheden sub 1®, 2^ en 4^ leidt men gemak- 
kelgk de navolgende formale af 
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»*=j8Ji%'»-^-J''*H-ii(y,-Hy',)l+i^Bifl/;(«+4A)-/,(a)|+ 

15S 
+ ^^jQQGm\f,(a + Zh)~f,{a + h)\+ (50) 

Uit (50) kan nog een der termen met B worden ver- 

wgderd; aldus: 

W^ berekenen den inhoad op vier yerschillende w^zen, 

waarbg w^ uitsluitend van de halp-ordinaten gebruik 

maken, en wel in de onderstelling 

V^. dat de grenslgn gaat door den top van de ordinaat y,, 
Yolgens formole (43); 

2^. dat de grensl^n gaat door de toppen der ordinaten y^ 
en y^, volgens formule (19); en 

3^. dat de grenslgn gaat door de toppen der ordinaten t/j, 
ya > ys » 2/4 en y^, volgens formule (28). 

40, Berekenen wg eerst den inhoud tj + tj + {3 der eerste 
drie , vervolgens den inhoud t^ + tj + i^ der laatste drie 
strooken , volgens formule (26) ; wg trekken van de som 
den inhoud i^'\-iz af der twee midden-strooken , te be- 
rekenen volgens formule (28). 
Uit de aldus ontstane vier eind-vergelgkingen kunnen wg 

de hulp-ordinaten verdrgven, en wg houden eene vergelgking 

over, waarin een der correctie-termen met B in de overige 

correctie-termen is uitgedrukt, namelgk de vergeligking 

welke vergelgking opgeteld bg die sub (50) geefk 
TT lOS 

t'=g|13(y',+y',)+ll(y'»+y's)t+2o^5fiM/3(a+4A)-/,(a)| + 

OOK IK 
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Yoor n := 5 vindt men 
*=r52 t275(y',+y'5) + l00(y',+y'J+402y',j - 

^^ [2407 lA (a + -ff) - /, (a) j - 1015 |/, (a + 4 A) - 



160000 
-/»(« + A)|-70|/8(a + 3A)-/,(a + 2A)j] (52) 

Naarmate n grooter wordt neemt de omslachtigheid in de 
berekening der formulen in zeer sterke mate toe ; w:g meenen 
daarom ook hier niet verder te moeten gaan ; in § 16 zallen 
de correctie-termen volgens eene andere meer eenvoudige 
w^ze worden berekend. 

D. VERPLAATSING VAN DE Y-AS NAAR HET 
MIDDEN DER FIGUUR. 

§ 8. Tot nog toe hebben wg aangenomen, dat de abscis- 
sen van de opvolgende gemeten ordinaten met gelgke yer- 
schillen toenemen^ zoodat de voetpunten dier ordinaten 
symmetriek gelegen zgn ten opzichte van het middenpnnt 
der Ifln A' B'. 

Aan deze laatste voorwaarde eciiter zuUen de voetpunten 
van de te meten ordinaten steeds moeten voldoen , zoowel als de 
abscissen met gelgke, als wanneer ze met ongelgke lengten 
toenemen, welk laatste geval, zooals wg in § 18 zuUen zien, 
onder anderen bij de inhoads-berekening volgens de methode 
van Gauss plaats heeft, 

Immers, stel dat men den inhoud der figaur AB B'A' 
wil berekenen uit n gemeten ordinaten , en men uit wisknn- 
dige bescboawingen heeft gevonden, dat in het algemeen, 
onaf hankelgk van den loop der kromme , de meest gewenschte 
lengten der n abscissen, welke b^ bedoelde ordinaten be- 
hooren, z^n a?p a^^ ... j?», gerekend van het punt A' af; 
dan is het duidelgk dat deze lengten 66k gelden, als 
de figuur 180^ is omgedraaid om de l^n OY, die in het 
middenpunt loodrecht staat op de X-as. 

Waaruit volgt , dat de abscis van de ordinaat, dj^B v66r de 
draaiing der figuur de laatste was en na de draaiing de eerste 
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is geworden, nu ook gelgk moet zign aan^j;derhalYemoeten 
de eerste en de laatste ordinaat, in den oorspronkelgken 
stand der figuur, even ver van de Ign OY liggen; om ge- 
ligke reden moeten ook de tweede en de voorlaatste ordinaat 
even ver van de Ign OY verwigderd zgn; en zoo voort. 

Op grond hiervan zallen w^ voortaan onderstellen , dat 
de gemeten ordinaten symmetriek zgn gelegen ten opzichte 
van de l^n Y, welke Ign wig van na af als nieuwe Y-as 
zuUen invoeren ; waarbig wg tevens de coordinaten der kromme 
AB, gerekend van het punt als oorsprong, 
door ^zXp en y^^ zuUen voorstellen. 

Yerder znllen wig in het vervolg aannemen, dat de ver- 
gelgking der kromme A B, ten opzichte van de assen 
OX en Y, gegeven is door eene van den vorm 

y =/(•») = «o + «i •» + «2 "^^ + «3 "^^ + (SS) 

De twee willekeurige , doch symmetriek ten opzichte van 

de as gelegen coordinaten (+ Xp^ y^p) en ( — Xp, y^p) geven 

dan aanleiding tot de twee volgende vergeligkingen 

en 

y-p = ^0 — «1 3Gp + «2 X^ — «3 Xp^ + «4 Xp^ — ... , 

waaruit door optelling volgt 

i (y+p +y-i») = '^ (•») = «o + «2 ^f' + «4 V + -M . (54) 

in welke vergelgking geen on even machten van x meer 
voorkomen. Vergelgking (54) geeft echter niet de lengte 
van elke ordinaat yj^p of y^p afzonderlgk aan, maar wel de 
som van de lengten van die twee ter weerszigde, op ge- 
Igken a&tand Xp van de Y-as, gelegen ordinaten. 

Om den inhoud i der geheele figuur te berekenen, kannen 
wg de inhouden van de twee helften der figuur ter weers- 
zgde van de Y-as, elk afzonderlgk, bepalen en die daarna 
samenvoegen. 

Blgkens (53) is de inhoud van de rechterhelft gelgk aan 

I «0 -{- «j 0? + *2 ^^ "1" ^3 -^^ "1" • • • • I ^ ^ J 


die van de linkerhelft is gelgk aan 

/o 
t«Q -j- «j a? -|- «j ^^ -j- «3 ^^ + • • • • j ^ ^ =" 



J ( 
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ns 

= I 1*0 — «| .» + «2 .»* — «3 0?^ + . . . . I rf ^ ; 

waaruit onmiddell^k volgt , dat de inhoud i der geheele figuur 
wordt Yoorgesteld door 

j«Q + «2^^ + *4^*+*"*l ^^=^2 I ^(x)dx^ (55) 
Jo 

in welke uitdrukking eyenmin oneven machten van x Yoor- 

komen. 



E. ONTWIKKELING VAN DE BENADERINGS-FORMULEN 
VOLGENS NEWTON-COTES EN VAN DIE VOLGENS MACLAURIN. 

§ 9. Gesteld, dat op de Ign A6 n punten bekend zgn, 
die twee aan twee symmetriek zgn gelegen ten opzichte van 
de nieuwe as Y. Trekt men door die n punten eene para- 
bolische kromme van den (n — 1)^'^ graad , wier yergel:LJking 
den Yorm 

y = -F(^) = ao-|-ai5?-f-a2j:^ + *«'«H"^'tt— a^i^^^^+^^^w— 1^*""^ (56) 
heefk en wier tweede lid eYen yeel termen beyat, als er 

punten zgn aangenomen; dan zal de kromme sub (56) het 
benaderde beloop Yoorstellen yan de l^n AB, en de in- 
houd i yan de figuur , welke, bg behoud der oyerige grenzen, 
door die kromme is ingesloten, zal blgkbaar den benader- 
de n inhoud yoorstellen yan de figuur, die door de ware 
grenslign A B is begrensd ; daarbig aannemende , dat de n 
bekende punten behoorlgk oyer de l^n AB yerspreid zgn. 

Cm dien benaderden inhoud H te leeren kennen, 
kan men meerdere wegen inslaan, waaryan wg er in deze 
yerhandeling twee zullen aanw^zen. 

Eerste manler. 

§ 10. Yolgens de eerste mauler kan de inhoud i door 
middel yan bgyoorbeeld een der formulen (14) of (20) wor- 
den geyonden. 

Dew^l echter deze formulen pntwikkeld z^n in de onder- 
stelling, dat de gemeten ordinaten opyolgend op gelgke 
afstanden yan elkaar staan en de twee uiterste met deeind- 
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pnnten der kromme A B samenyallen , (yerdeeling der fignnr 
YolgeDS de methode Newton-Cotes) zoo zuUen wg beginnen 
met BAn te nemen, dat de n bekende ordinaten aan laatst- 
gemelde Yoorwaarden Yoldoen. 

Wg onderscheideD hierbg de twee geyallen, 1^. dat n 
even en 2^. dat n oneven is. 

Eerste Geyal. n = 2m. 

Yoor n = 2 m vindt men , op gelgke wgze als in (54) , 
. de navolgende yergel^king 

i(y-+y+)=<I>(«»)=^o+«i«*+«4^*+-- + «2«-*^"''*+«2ii^-8^*^^ (57) 
De Y-as, de hoogte der figuur midden doordeelende, ligt 
jnist tnsschen de twee midden-ordinaten. 

Nemen wg nu bgyoorbeeld formnle (20) als grond-formule 
aan en brengen wg in die formnle de nienwe coSrdinaten 
oyer, dan wordt (20) 
v_ yy (n~2)(y,,+y+^)4-2(n~1)|(y_(^i)4-y+(^i)) + ...(y-i+ _ 

2 Kn- 1)^-11 

zgnde de correctie nitgedrukt in functie der differentiaal- 
qnotienten yan oneyen orde; waaruit yolgt, dat menheeft 

= 2 4, (^ H) , en zoo Toort ; 2oodat men ook schr^ven kan 

c^s ("» - 1) (y-«»+y +») +(«-!){ (y-c—i) + y+«— d) -I — l-(y-i +y+i ) ( _ 



2 



(«-l)»-l 



,5ir'*,(i^-?%-l?±ii0fl»*,(i-ff)-... . (58) 



Formnle (58) zal blgkbaar alleen yoor n ^ 4 bruikbaar 
zgn; yoor n = 2 zal men de toe te passen formnle nit (14) 
moeten afleiden. Voor n = 4 of m ^ 2 wordt (57) 

<I> (a?) = ao + a,«*, 

0| {x)= 2a^x ^ 

<P,(a?)= 2a, ; 

<I>3 (x) en alle oyerige afgeleide worden 
gelgk nul, zoodat alle correctie-termen yoor ns=:4 yerdwg- 
nen; en wg hebben blgkens (58) 
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Stellen wg n = 6 of m = 3, dat das zes punten der 
kromme bekend ondersteld worden, wier coordinaten z^n 

(^pyi)» (^2»y2)t (^31^3)1 (-•»ii»-i)» (t^«»-2) ®° (-•»3iy-3); 

dan is blgkens (57) 

i (y'l +y-i) = * («) = «o + «2 ** + «4 **♦ 

en dns <pj (a?) =sr 2 a, j? + ^ «4 ^*i 

<p2 (4 = 2 a, + 12 a^ ^^ 
<p3 («) = 24 a^ «, 

<P, (^) == 24 a„ 

en alle volgende afgeleide z^n gelgk aan nul; derhalve is 
de benaderde inhond der iSguur, blgkens (58), 

^4 25 

of dewgl 5 = i en *, (J IT) = 24 a^ i H=^ 12 a^ if is, 
zoo is 

»-^ 24~ 750"*- ^^^^ 

Ter bepaling van a^ vinden wg gemakkel^k uit 

T y+i +y_i = 2 Oq + 2 a, «i* + 20^^/, 

y+3 + y-3 = 2ao + 2aj V + 2a4^3*; 



1 



t TV 

• TV 

TV 



waarin x^=z^H, x^ = ^ H en x^ = ^ Hia, 

10* 

«4 = 7g8;^4l(y-3+y+3) — 3(y-9+y+9) + 2(y_i-fy+i)(; 

dns is 
— 750^4=^ 750 76g l(y-3-hy+3)-3(y-rf-y+3)+2(y-i+y+i>j = 

hetgeen gevoegd bg den eersten term van bet tweede lid 
in (59) geeft 
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»" = ^ i 19(y_s+y+3)+75 (y-,+y+») + 50(y_i+y+i)|, 

zgnde dezelfde formule, zonder de correctie-termen , als die 
sub (33) is geyonden. 

Tweede Geral. n = 2 m -f 1. 

Is n oneven, dat is n = 2m-|- 1, dan valt de middelste 
ordinaat, die wg y^ zuUen noemen, met de Y-as samen en 
(56) gaat over in 

i (y - +y'+) =^(3s) =aQ + Oj a?*+a4«*+....-fa2«-2'^?^**~*+a2m«^"'- 
Maakt men in dit geval gebruik van bgvoorbeeld formale 
(24), dan wordt deze, na tot de nieuwe coordinaten-assen 
herleid te z^n, 

t=— — rT[(y_«+y+«)+2t(y--(«_9)+y+(«-2))+(y-(«-^)+y+(«-4))+..^^ 



3(n-l) 

+(y-^+y+4)+(y_8+y+2)+yot+4j(y-(«-i)4l^+(«^i))+...+ 

+(y^x+y+0t]-(^4^^<I»3(4^-(;^ 

Is nu n b^voorbeeld gelgk aan 5 , dns m = 2 , dan is 

0| (^) = 2 Oj « -f~ ^ ^4 ^'» 

<Pj (a?) = 2 aj + 12 a^ a?*, 
O3 (a?) = 24 a^ a?. 

Verder 

2yo=2ao, 
y-i + y+i = 2 ao + 2 Oj a?i* + 2 ^4 *iS 
y-g 4- y+2 == 2 Oq 4- 2 Oj d?j^ + 2 a^ ^j*, 

waarin x.=^-r H en. a^ = Y ^t <^^ vindt men 

4 4 

32 

«4 = 3^4 l(y-3+y+2) — 4(y-.i+y+i) + 6yol» 

derhalve 

rr 

»'= "12 [(y-» + y+2) + 2 j/o + 4 (y-i + y+i)] — 

8 1 ^2 

of 
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t'= -^ |7 (y-2 + y+s) + 32 0/_i + y+i)+ 12yol, 

welke uitdrukking in (27), Da hierin de correctie-termen te 
hebben weggelaten, wordt teraggeyonden. 

Op soortgelgke w^ze zou men ook, onder anderen uit 
formnle (44), benaderings-formulen kunnen afleiden, in de 
onderstelling, dat de ordinaten gemeten worden overeen- 
komstig de metbode van Maclaubin, in welk geval de beide 
uiterste ordinaten niet meer met de uiteinden A en B der 
krpmme grensljjn samentallen. 

Dewgl ecbter de volgende metbode gemakkelgker voor de 
berekening en tevens meer algemeen geldend is dan de zoo 
joist ontwikkelde, meenen wg ons, wat de eerste manier 
betreft, tot bet bovenstaande te kunnen bepalen. 

§ 11. Yervolg. Tweede manier. 

Hierbg wordt wel aangenomen, dat de bekeude piinten 
der kromme symmetriek zgn gelegen ten opzichte van de 
T-as, doch niet, dat de ordinaten opyolgend op gelyken 
afstand van elkaar staan, nocb dat de beide uiterste samen- 
yallen met de eind-punten der kromme A B ; de formulen , 
die in dit opzicht met de yerschillende onderstellingen oyer- 
eenkomen, zullen uit algemeene formulen afgeleid worden. 

Nemen wg weer aan, dat bet aantal bekende punten, die 
de werkel^ke grenslgn A B en de sub (56) bedoelde para- 
boliscbe kromme gemeen bebben , gel^k zg aan ti, dan beb- 
ben wg ook bier de twee geyallen te onderscbeiden , dat na- 
melgk , 1°. n = 2 m eyen en 2°. n = 2 m -|- 1 oneyen is. 

1^. Wg beginnen met te onderstellen , dat n = 2 m is ; 
dan gaat (54) oyer in 

en (55) in 



I 



J 



N. A. T. W. Dl XX. 11 
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Substitneert men in (60) de waarden der n = 2mabscisseD, 
namelyk a? = ±: j?; , j? = ± ar^ , . . . . a? = ± j?«, , die met de 
opvolgende halve sommen der ordinaten (y_i +y4.i), (y_-8 +5^4.3), 
.... {y^m + y+m) overeenstemmen , dan yerkrggt men m ver- 
gel^kingen, waarin de onbekende coefficienten a^ , a^ , a^ , . . . 
a2»— 2 en de halve sommen der ordinaten, namelgk (y__i4-y+i)» 
(t/_2+y+2), .... (t/_w+y+m)» ©It in het byzonder slechts tot de 
eerste macht voorkomen. Uit die m vergelgkingen kunnen dus 
de coefficienten Oq , a^^ a^ , . . . a^m-s io de eerste machten van 

y-i+y+i y-3+y+8 y-3+y+3 y-« + y+m -.^^^^„ 

2 ' 2 ' 2 ' ' • • • 2 ' woraen 

uitgedrukt. Substitneert men deze waarden a^p in (61), dan 
blgkt onmiddell^k, dat de waarde van t =2 I ^(x)dx 

eene lineaire fimctie wordt van de coSfficienten a^^^, en der- 
halve 00k van de sommei^ der ordinaten (y_p -[- y-{-p)i zoodat 
I ook moet kunnen worden voorgesteld door eene uitdruk- 
king van den vorm 

waarin, onafhankel^k van de lengteu der ordinaten j/^i, 
y±2i • • -yiw) ^® coefficienten Sj, jB^, ... B^ alleen van de 
grootheden. x^^ x^^ . . . Xm, af hangen , dat wil zeggen stand- 
vastige getallen voorstellen. 

Nu is voor ^ = ±^ii •» = ±«2» ••• ^ = ±^mi blgkens 
(60), respectievelgk 

-^-(y_l4-y+l) = «0 + «2'^i*+«4*^i*H + a2m-3^'Pi^"*~'^ 



^ (y_2 + y +2) = «o + ^2 *^2^ + «4 ^2* + •••• + «2m-3 •»?, 



2m— 2 
2 » 



Substitueeren wij deze waarden voor (y_i-f-y+i), (y_2+y+2)» 
....(^_^+y+«) in (62), dan vindt men 

t=H [Bj 1^0 + a^Xi^-i-a^x^^-^ + a2m_2 x^^'^^i + 

+ jBj jflo + «2 '^2* + «4 •=^2* + • • • • + «2m-2 V*~^l + 
+ ^« t«0 + «2 •^-•^ + ^4 ^«* + • • •' + «2m-3 ««*^*|]» 

of 
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i^HUB, +5, + 5, + .... + 5^1 + 5.1 ao + 

+ \B^ «,»+£, V+-53V+.. .•+5,-1 «*^i+B««*«}a2+ 

+ |-B,«,*^»+5,;r,»-2+5,ar,»-»+....+5^i«^»+S^,»— Mos^a]. (63) 
Aangezien de uitdrukkingen voor i sab (61) en (68)iden- 
tiek moeten z^n, zoo vindt men, ter bepaling van dewaar- 
den der coefficienten B^y jB^, . . • • jBm? sub (62), bet navol- 
gende stel van m yergelgkingen 









2m— 3 



Uit dit stel vergelgkingefi kannen nu de waarden van 
Bf uit (62) worden opgelost. Neemt mea bg roorbeeld in 
(62) en (64) m = 2 , dan heeft men , H=l stellende, 

.» n y-i + y+i , „ y-2 + y+» 



en 



2 . ' » 2 
5, + B, = l, 

waaruit gevonden wordt, stellende ia^^=sX^ en 4^72^'='^) 






Sj = 1 — S|« 



Voor m = 3 heeft men 

,^_ri y-i+y+i , p y-2+y+g . ^ y-3+y+3 

en B,+B^ + B, = l, 

x,^B,+x,'B, + x,^B,=^i{ir, 

waarnit gevonden wordt , stellende 4 ^, ^ = Xj , Aa^^ 
en 4a?3* = X3, 

7? ^ — "y (^> ^^ -^s) "I" -^ -^s 

^» (X, - X,) (X, - X,) ' 



= x. 



(64) 
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en Sj = 1 - (5, + B,). 

Voor fni=^i heeft men 

v_D y-i+y+1 I p y-2+y+2 . ^ y-s+y+3 , p y-4+y+4 

*— ^1 2 "^ ^ 2 ^^ 2 •" * 2 ' 

en 

^1+ ^2+ ^3+ ^4= 1» 

^,^ 5, + ^,^5, + ^3^ ^3 + X,^ B, = I (i)^ 

V5i+V^2 + V53+V^4 = ia^ 

waaruit gevonden wordt , stellende 4 a?, ^ = Xj , 4 ^r^^ = X^ , 
4a?3^ = X3 en 4lx^ = X^^ 

■n I T (X^ -4~ -^3 4" ^4) "I" T (-^2 -^3 "t" ^2 "^4 H" ^3 ^4) "^2 -^3 ^4 

^>- ^ (X,-^)(X,-X3)(X,-XJ 

I — -5 (Z^ -j- X3 + X^) -f 4 (Zj X3 -f X| X^ + ^3 ^4) — ^1 ^3 -^4 
' - ^ (X, - XO (X, - X3) (X, - XJ 

(X, - X.) (X, - X,) (X3 - X,) 
en 

In het algemeen heeffc men , als 4 Xp^ = Xp wordt gesteld , 

eD men schrgft yoor: 

de som van de grootheden X^, X^y .... X^^ 

met uitzondering van Xp, ==2p 

de som van de producten twee aan twee der 
grootheden X|, X^ , . . . . Xm f met uitzon- 
dering van Xp, . . . . . . . . . =2j, 

de som van de producten drie aan drie der 
grootheden Xp X^ , . . . . X«, , met uitzon- 
dering van Xp, • =^3, 

en zoo voort; 

het gedurig product van al de grootheden 

Xj, X^ , . • . . Xw, met uitzondering van Xp, = Z»_i, 

het gedurig product van de verschillen, die men 
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yerkr^gt door achtereenvolgens van Xp al de 
grootheden Xp X2,....Xm, met uitzon-* 
dering van X^ zelf, af te trekken . . . =2(-Z^--jrj), 

^^= x7^:=55 ^^ ^ 

en . 5«=l-(5i+5a + .... + 5«-i) 

De nitdrukkingen snb (65) kunnen dieaen om de getallen- 
waarden der m coe£5cienten B^ sub (62), te berekenen, als 
de getallen-waarden van x^^ x^^*...Xn? bekend zgn. 

Bg de NEwroN-CoTEs'sche yerdeeling der fignnr in strooken 
van gelgke breedte, waarvan de eind-ordinaten van elke 
strook bekend zign, is 

^^""2(11-1)^' ^*""2(n-l)^' ^^"'2(n-l)^'"- 

of ••••^"-'~2(n-l)^ ^"^ ^"•""2(n-l)^' 



n — 1 w — 1 fi — 1 w — 1 

Sabstitneert men deze waarden van x^ , daarb^' in acht 
nemende, dat Xp^=^Xp is, in (65) dan vindt men, na ont- 
wikkeling, B^. 

De berekening wordt echter in dit geval gemakkel^'ker , 
indien men de waarden van Bp rechtstreeks uit het stel yet- 
gelgkingen sub (64) oplost. 

Uit (64) toch yindt men 

Bt+ 3»J?,+ 5*^3+....+ (n- 3)^5^1+ (n - l)25,= (!Lzl)!, 
B,+ 3*5,+ 5*^3+....+ (n-3)*J?^i+ (n-l)*5«=^i^', 



(66) 



5^4- 32~-*5,+52— ^^3+ ....+(n - 3)2—^5^1+ (n - 1)2--*5«.= ^^V-^^, 

Z971 — 1 
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Nemen wg hierin bgvoorbeeld n= 6 , dus m = 3 , dan 
heeft men, blgkens (62), 

I —M y^i g h ^j 2 1- ^3 2 1 , 

en ter bepaling van £^^ B^ en ^3 yloeien uit (66) de drie 
Yolgende vergel^kingen voort: 

B,+ 5,+ 5,= 1 = |, 

ore OK 



A + 81^. + 626jr. = «=lf5 = f 



waaruit 



„_50 „_75 _ 19 



144 ' » 144 * 144 

dus 

»" = 2^ 1 19 (y-3 + y+s) + 75 (y_i, + y+2) + 50 (y_i + y+i){ ; 

zgnde dezelfde aitdrakking voor den benaderden inhoad , die 
reeds sob (33) is gerondea, indien men hierin de correctie- 
termen yerwaarloost en in aanmerking neemt , dat 

^1=^-3. yi=y-i^ y»=y-i^ y4=y+i» ys=y+3 ®" y»=y+3- 

Op gelgke w^ze kan men , door gebruik te maken van 
bet stel vergel^kingen sub (66), den inhoud uitdrukken in H 
en de waarden van (y_ + y+) voor bet geyal n = 4, 8, 10, 
in bet algemeen even is. 

De nitkomsten voor n = 4, 6, 8, 10 en 12 zgn in de 
bierna volgende Tafel A opgenomen, waarb^ tevens zgn 
gevoegd de correctie-termen , die in § 5 zgn geyonden. 

Big de verdeeling der figuur in strooken van gelgke breedte, 
volgens Maclaubin, waarby wordt aangenomen, dat de 
kromme door de toppunten gaat der ordinaten die in bet 
midden van elke strook zgn opgetrokken, en die vrg door 
i/^p en y'^p zuUen aangeven, is 

Aft Jifi fin 
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^-^ ^ FT . -^ ^ rr r -ini i/T. 

' n 2 ^ n Z n J 

weshalye men in dit geval^ blijkens (64), yindt 

A+ 3^A+ 5^53+....+ (n-3)^5^i+ (n-l)^J?«= ^, 



n^ 



B^+ 3*J?,+ 5*J?3+....+ (n-3)^J?«_i+ (n-l)*J?«= '^ , 



(67) 



2m— 4 



n — o 



J5,+3«»-«J,+52»-2J9,+....4-(n-3)*-85«^i+(n-l)»«-!'J»= 



n 



%mr—2 



n-V 

Nemen w^ hier eveneens n = 6 , dat is m = 3 , dan 
vindt men 

5 
5' 

60 



A+ -»» + 



-B,= 1 = 



waaruit 



5,+ 95,+ 25 5, = 12= y, 

10QA 

B, -\- 81 S, + mSS,= tfp 



B-254 7? -139 ,„ „ 247 
■"i STJT I -"1 -^-T^ en ^« = 



640 



640 



640 ' 



das bl^*ken8 (62) 

'"^ l5o '^*^ (^'-»+y'+^)+ 139(t,'_,+y'+2)+254(y'_i-hy'+i)l. 

Het stel vergelgkingen sub (67) , toegepast voor w = 4 , 
6, 8 en 10, geeft de uitdrukkingen voor den benaderden 
inhoud t^ die in Tafel B zijn opgenomen ; in welke Tafel, b^ 
eenige formulen, mede de bgbehoorende correctie-termen in 
§ 7 gevonden, gevoegd zyn. 



2^. Als het aantal gemeten ordinaten oneven, dat is 
n = 2m-\-l is , en de T-as de hoogte der figuur midden 
door deelt, dat wil zeggen, samenvalt met de middelste or- 
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dinaat j^q, dan gaan de yergelgkingen (57), (61) en (62) 
respectievel^k over in 

i (y- +y'+) = 4) («) = Oq + «2 ^* + ^4 ** + h 

+ ^21-^2 ^"-' + aa«. ^""i . . (68) 

J 

en 

— -^ ^^0^0 + -^! 2 [-•••• + ^~ 2 * ^ ^ 

No is voor a? = 0, af = d:5?i, af = ±«2, ...•« = ±^«, 
bl^kens (68), respectievelgk 

I (y'_i 4- t/'+i) = Oq + a^ a?i * + a^ 0?/+ .... + a2«_9 ^i2«-2 _|. ^^ <P^a»^ 



V 

t 



Deze waarden in (70) gesubstitueerd , geeft 



Of 



i' = ^[| 5o + 5, + 5, + ....+ B,|ao + 
+ |«,« 5, + V ^j + .... + xj BJ a^ + 



waarait , in verband met (69) , 
-Bq + -Si + -Sj + •••• + -B„ = 1 , 

^i* -B, + x^* 5, + .... + xj B„ = iii ^)*. 
jr,*- B, + «,*• 5, + .... + xj' B^ = ^J (f -ff)*-. 



(71) 
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Stellen wij in (71) 4j?/ = -S^ en -ff=l, dan vinden wg 
achtereenvolgens : 

voor w = 8 , dat is voor m = 1 , 

Bo + B, = l en w,^B,=i{\)\ 
waaruit 

-^1 — ^0 

Toor n = 5, dat is Toor m ^ 2 , 
en 

waaruit 

en 

voor n = 7 , dat is voor 9n == 3 , 

^»- (X, - Jo)(J. -X,)(X, -X,) ' 

» (X,_Xo)(X,-X,)(X,-X3)' 

|-i(X+X,) + |X,X, 
» (X3-Xo)(X,-X,)(X3-X,)' 



en 



.Bo = l-(J5,+5, + B3); 



voor n = 9 , dat is voor m = 4 , 

R y •" T (^2 4~ -^3 H" -^4) + Y (-^2 ^3 + ^2 "^4 + -^3 ^J -" T -^T^ -^3 -^4 

(X. - Xo) (X, - X,) (X, - X3) (X, - XJ 
t - |(X, +X3 + XJ + i(X, X3 + X, X. + X, X,) -jX. X3 X, 
(I, - Xo) (X, - X,) (X, - X3) (X, - X,) 
^ i -|(X, +X, + X,) + i(X. X, + X. X, + X,XJ -II, x^x, 
» ^ ^ (X3 - XJ (X3 - X, ) (X3 - X,) (X, - XJ ^ 

(X, - Xo) (X, - XJ (X, - X.) (X, - X,) 
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en 

Bo = l-(5,+B, + £, + BJ. 

In bet algemeen heeft men, als .men stelt 

de som van de grootheden X^, JE^,....Xm, 

met uitzondering yan Xp, = ^i v 

de som van de producten twee aan twee der 
grootheden Xj, X2,,...Xa», met uitzon- 
dering van Xp =2^, 

de som van de producten drie aan drie der 
grootheden Xj, Xj, . . . . X^, met uitzon- 
dering van Xp = ^3 , 

en zoo voort; 

het gedurig product van al de grootheden X,, 

X^ , . . . • Xm , met uitzondering van Xp • = Sm— 1 9 

het gedurig product van de verschillen, die 
men verkr^gt door achtereenvolgens van 
Xp al de grootheden Xq, X|, X2,..«*Xm, 
met uitzondering van Xp zelf , af te trekken = 2 (^— X^) ; 

^ ^ 2,+ o-^ 2, -...•(-1)"-' 12-1 



-, 2m + l 2m — 1 ' ' 2«i-8 



2 (X, - X,) 
en 

Bo = 1 - (5, + 5, + .... + B,). 

Met toepassing op de NEWTON-CoTSs'sche verdeeling der 
figuur is 

^ — ^ n ^ — H ^ —JUL. TT 

2 m 2 m -Z m 



(72) 



of 



^ ZT ^ IT ''^ TT 

w m m 



Deze waarden met inachtneming, dat Xp = 4:Xp^ is, in 
bovengevonden uitdrukkiDgen voor Bp gesubstitueerd , doet 



ons de waarde van Bp kennen. 



Ook hier echter zal het gemakkelgker zijn de waarden 
van Bp uit een stel vergelijkingen , van (71) afgeleid, te 
bepalen. Substitueert men namelijk de laatstgevonden waar- 
den van Xp in (71), dan gaat dit stel vergelykingen over in 
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■Bq + -B, + -B, + -Bj + • • • • + -B. = 1 , 

5,+ 2*B,+ 3*53 + ....+ m*5«=^, 



5, + 2«" B, + 3«»B, + . .. .+ m»» B» = 



m^ 



2m+r 



Stellen w^ bgvoorbeeld n^5, dus m^2, dan vindt men 

15 
^o + -Bi+ -^1" ^ "^15"' 

B,+ 4B,= 3=15, 
5, + 165, = iJ = ^^ 



waaruit 



15' 



12 64 14 



das 



»' = ^ J7 (y-s + y+») + 32 (y_i + y+i) + 12 y,\. 



Yoor de oyerige waarden van n yindt men de opgaven 
voor f" mede in Tafel A termeld. 

Big de inhouds-berekening volgens Maglaubin is 



of 



^1=— Hy a^ = ~ Hj 5?„ = — Hj 

^ n n n 



x^ = — 5 My x^ = — * Sy . • • • Xfn = i -H. 

n n fi 



Uit (71) yinden wg dus yoor n oneyen het nayolgende 
stel yergelgkingen , ter berekening van de waarden der 
coefficienten B, 

^Q -|- JBj + JBj 4" • • • • + ^w = 1 » 

2^B,+ 4^5, + ....+ (2ni)»5.= ^\ 
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2»'? 5, + 4«» JS, + . . . . + (2 «»)«« B„ = ^^^. 

Wordt hier n = 5 , dus m = 2 genomen , dan vindt men 

3 

"^0 + -Si + -^2 == 1 ~ 3 ' 
45,+ 165,= ^, 

165, + 256S, = ^ = ?^; 



waarait 



„ _ 201 „ _ 100 „ _ 275 . 

^°~576' ^'~576 ®° -^»~576' 



derhalve 

'" = 1^2 ^^"^^ ^'-' + ^'+'^ + ^^^ ^'-' + ^'+'^ + *^^ ^°'^' 
De uitkomsten voor n = B\ 7, en zoo voorfc, z^n in 
Tafel B opgenomen. 



m\ ONTWIKKELING VAN DE 
BENADERINGS-rORMULEN VOLGENS GAUSS. 

§ 12. Vergel^kt men de formule sub (19), met die sub 
(47), welke beide voor twee ordinaten gelden, dan ziet 
men, dat de twee benaderde waarden t^ die men overhoudt 
door in (19) en (47) de correctie-termen weg te laten, geen 
van beide de nauwkeurigste benaderde uitdrukking voor den 
inboud geven, die, zonder correctie-termen in de formule op 
te nemen , uit twee ordinaten is af te leiden. 

Immers, de benaderings-formule 

uit (19) verkregen , geeft bl^kbaar den inboud te groot 6f te 
klein aan, naargelang de correctie-term ^-H"^ |/, (6)*-/, (a)J 
negatief of positief is; terw^l daarentegen de benaderings- 
formule uit (47), namelijk 



178 

onder die zelfde omstandigheid , tegengesteld aan daar straks , 
den inhoud te klein ^ te groot aangeeft. 

Hieruit blgkt, dat er twee ordinaten zgn aau te wgzen, 
die dichter b^* elkaar liggen dan y^ en y^i ^^ verder van 
elkaar zgn verwgderd dan y\ en y\^ waarvan bet product 
barer gemiddelde lengte met de boogte van de figuur, eene 
meer benaderde waarde. j^ yoor den inhoud zal doen kennen, 
dan bet geval is bg elk paar der boven aangewezen ordi- 
naten Q/i en t/j) en (t/\ en y\). 

Eene dergelgke opmerking valt bok te maken, b^ ver- 
gelijking der formulen (22) en (49), die beide voor drie 
ordinaten gelden. Eveneens bg vergelgking van de formulen 
(25) en (51). En zoo Yoort. 

§ 13. Gauss heeft eene methode van benadering doen ken- 
nen, waarbg de ordinaten niet meer op gelgke afstanden 
van elkaar worden geplaatst, zooals bg de Newton-Cotbs- 
en MACLAUBiN-sche methoden van benadering -bet geval is , 
maar daarentegen op opvolgend ongelgke afstanden, dier- 
mate, dat men bg gebruik van n ordinaten, volgens de 
methode van Gauss, eene ongeveer even groote nauwkeurig- 
heid bereikt als b^ gebruik van 2 n ordinaten volgens de 
methode Newton-Cotes. 

De methode van Gauss berust op bet volgende. 



de vergel^king van de willekeurige kromme grenslgn A B , 
ten opzichte van de rechthoekige coordinaten-assen X en Y, 
waarby voorloopig wordt ondersteld, dat het tweede lid van 
(73) eene eindige convergeerende reeks is, volgens geheele 
positieve machten van x. 

Indien wg door 2 n bekende punten van de lyn A 6 , 
wier abscisseui evenals bg de NBWTON-GoTEs'sche methode, 
met gelgke stukken toenemen, en waarvan de twee uiterste 
met de punten A en B der kromme samenvallen, eene pa- 
rabolische kromme trekken, dan zal deze benaderend den 
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loop der grensl^n A 6 yoorstellen, zoodat de inhoud H van 
de figuur, die door de parabolische kromme is begrensd, 
ook benaderend den inhoud i zal aangeven van de figuur, 
die binnen de ware grenslgn A B is opgesloten. 



y' = F{x) — a^-\-a^x+a^x^-^a^x^-^... + azn-\ ^^*"^ (74) 
de yergeligking der kromme , die door bedoelde 2 n bekende 
punten gaat , z^nde u? > 2 n — 1. 

De methode van Oauss nu leert de opvolgend met o n- 
geligke stukken toenemende abscissen van slechts n punten 
van de kromme sub (74) zoodanig bepalen, dat de kennis 
van de n daarb^ behoorende ordinaten toereikt om den be- 

naderden inhoud t", onder I F{js)dx bedoeld , volkomen 

juist te berekenen. 

Om dit aan te toonen , dienen w^ weer de twee gevallen te 
onderscheiden , 1^. dat n even, dus n = 2m, en 2^ dat n 
oneven, dus n = 2m-{-l is. 



Eerste Geval. 

Is n =: 2 m, dan valt geen der ordinaten volgens Gauss met 
de Y-as samen; er zgn dan twee middelste ordinaten en 
het is, op grond van het in § 8 opgemerkte, duidel^k, 
dat de twee middelste ordinaten, evenals de 2m — 2 overige 
dit paarsgewgze doen, even ver van de Y-as afstaan; dat 
wil zeggen, dat ook de abscissen volgens Gauss twee aan twee 
even lang maar met verschillende teekens aangedaan zgn. 

Wg stellen de n = 2m abscissen volgens Gauss successie- 
velgk voor door 

■"" *^ my "^ ^ m — 1 > • • • • , "~~ ^|» X ^ • • , • j X m — l CU X mj 

de daarmede overeenkomende ordinaten door 

de vergelgking der parabolische kromme, die door laatstbe- 
doelde n punten gaat, door 

y' = t{x) = SL^ + SL^x + A^x^ + .... + SL^^ia^-\ . (75) 
en het gedurig product 

(^ + x\) {x + x''n^i) .... {a + x\) (x — a/\) . . .. 



175 

...{x — «"»^-i) (^ — a'm) door (p (a) , 
of 

cj) (^) = (^a - a?«"^) (or^ - y' Vi) .... (o?^ - 0?/'^). . (76) 
Deelen wg Cp(.r) op i^(«2?)f en z^ van deze deeling het 
quotient door Q (x) en de rest door R (js) voorgesteld , dan 
is Q{x) een pplynomiam van den (2m — l)'" graad enjR(,r) 
een polynomium van hoogstens den (2m — !)•" graad; en 
men heeft 

F{x)=Q{x)Cp{x) + R{x). 
Stellen w:y hierin achtereeuvolgens 
X --~ ~~* x-t ) X — ~^ Xf f X ~~~ ~~* rt/* y X """ rt/* I ••••!</ — -— ^~ «^m en *i? ^^ «!t/Ki ^ 
dan vinden w^ 
voor x=^ — x^: F{—x^) = Q{—x^)(p{—x^) + R{-'X^)\ 
voor x = -\-x^\ F(x^) = Q {x^) <p {x^) + R (x^) ; 

voor x = — x„,: F{-'Xm)= Q(— ^m)$(-^«) + i2(— ^m); 
voor 0? = + a?« : F (j?«) = Q (o?^) (p (^«) -j- jR (;p^). 
Maar 

F{--x,) = t{--x,), F{x,) = t(x,),....F{x^) = t(x^), 
en bovendien is 

(P(— a?i) = 0, $(.»,) = 0, cj)(j.^) = 0, 

derhalve 

f(^,) =i2 (;.,), 



f(^m) =R{Xn,). 

De functien f (or) en R (x) z^n van denzelfden , namelgk 
hoogstens van den (n — 1)*" graad , en wel minstens ^en 
graad lager dan (x) ; zoodat in f (x) en R (x) het aantal 
te bepalen coefficienten hoogstens gel^k is aan n^2m, 
overeenstemmende met het aantal gevonden vergelgkingen, 
welke eene betrekking tusschen de coefficienten geven; dus 
moeten de coefficienten van f{x) en R (x) identisch dezelfde zgn , 
zoodat f (x) dezelfde functie is als R {x). Men heeft dus ook 

F{x)=Q{x)<p{x)-\- t{x), (77) 

b:ggevoIg ook 

f^^F{x)dx= f]^^Qix)CI>{x)dx+ f^^J{x)dx. 
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De font der benadering , die men begaat , als men 
i^ F(x)dx Tervangt door | t{x)dx,xi gelgk aan 

P F{x)dx- p t{x)dx= p Q(x)<p{x)dx. (78) 
Zal nu bedoelde fout gel:gk zgn aan nul, dan moet 

^ Q{x)qi{x)dx = Q 



/: 



T 

en 



zign, en aangezien Q{x) een polynomium is van den (2m— 1) 
graad, van den vorm 

zoo kan hieraan onder anderen voldaan worden door te nemen 
r^ <p(^)dj?=.0, p x(p{x)dx=^Q,....r a?2«-i<J)(a?)d^=0, (79) 

Gaat men nu na, dat ^(x) slechts even machten van x 
bevat, zoo volgt hieruit, aangezien voor alle waarden van 

X steeds r ^^^i^+i ^ ^^^ ^^==,0 is, dat in (79) de 2% 4%... 

en (2 m — 2)" vergel^kingen verdwijoen en derhalve de 2 m 
voorwaarden-vergelgkingen sab (79) zich herleiden tot de 
m volgende 

[^ ^{x)dx=0, I a?^$(.r)da? = 0,... en | x^"^^ (p(x)dx = 0] 

waaraan steeds voldaan kan worden , omdat het aantal voor- 
waarden-vergelijkingen overeenstemt met bet aantal (m) te 
bepalen grootheden x'p. 

Aangezien $ {x) geene andere dan even machten van x be- , 

vat, is blflkbaar 00k I ^ a^P0{x) dx= 2 l^ x^p <{> (x) dx, 

zoodat de m voorwaarden-vergel^kingen kunnen worden voor- 
gesteld door 

f^(p{x)dx=0, f^x^Cp{x)dx=Oj.... f^a^^^(p{x)dx=0.(SO) 
Jo Jo Jo 

Wordt aan (80) voldaan , dan gaat (78) over in 



f^^F{x)dx= p t{x)dx. 
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Oin I t{x)dx ie berekenen, merken wg op, dat, big- 
kens (54), (55) en (75), kan gesteld worden 



en 






/IE 
T (a) d X. 




De waarde van i zuUen w^ in § 15 berekenen ; vooraf 
zullen w^, om een voorbeeld te nemen, de waarde van x'^ 
bepalen voor m = 3. 

Is m = 3 of n =5 6 , dan is , volgens (76) en (80), 
0) {x) = {x^ - xP) (x'' - <^) (x^ - 0?/'^) ; 

/<p{x)dx = 0, I x^^{x)dx=0 en | a?*<J)(a?)dj?=0; 
.Jo Jo 

derhalve 

f' <P («) dx = p !,.• _ «* (*,"» 4 x-'^ + ^3"») + 

./ Jo 

+ _2 / „ ^<2 «, "2 _l « "2 «, "i _1_ «, "2 «, ''2\ «, "2 «. ''2 «. "2 J ^ «, A 
a? ^.'Oj X^ ~r •*'l **'3 ~t~ **'2 *''3 / **'! *^2 *3 J ^ •*' ^ > 

Jo Jo 

r^x^(p{x)dx= f'ta;" — as' (;»,"» + <» + <*) + 

Jo Jo 

waartiit 

of, stellende weer 4a?/'^ = jr/, 
f-i(X/'+X,"+X3")+|(I,"Z,"+X,"X3"+I,"X,")- X/'Z,"l3"=0, 

i-|(l,"+V+^")+l(^."^a"+^"^a"+V^3")-4^.%"^a"=0,}(81) 

TV-J(x,"+i»"+X3")+i(x/'z."+x,"x,"+z."x,")-ix,"x;'X3"=o. 

N. A. T. W. Dl XX. 12 



178 

Stellen wg 
de som der onbekenden X/', X^' en X3", . . . . =^i\ 
de som der producten twee aan twee dier onbekenden, = Z^^? 

het prodnct van alle drie sS^^, 

dan blgkt, dat deze onbekenden als de wortels zgn te be- 
schouwen van de derde-machtsvergel^king 

X'^ — Sj \ X'^ + 2^^. X" - 23I = : 

terwyl ait de wgze, waarop wy tot vergel^king sab (81) zgn 
, gekomen , daidelgk te voorschgn treedt , dat in het algemeen 
de onbekenden X/', X^\ X3", .... X«", de wortels zgn der 
m^-machtsyergel^king 
X'« — Sj^ X'"^i + 2^^ . X'"^2 _._.(_ i)« 2^1 ^ ; . (82) 

waarvan de coefiScienten £p^ worden gevonden ait het na- 
volgende stel yergelgkingen 

2m+l 2m-l^^ ^2m-3^^ "••^ ij 2:« -U, 
2^r+^ ■" 2;;rp: ^^ ' + 27i^^^ 

^ ^ 2,^ + ^-l-^Z,^-....(-l)«^-^ 



2n — 1 2w — 3^ ' 2n — 5^ ' ^ 2m — 1 

In het door ons aangenomen geval van n = 6 of m = 8 
vindt men ait (83) 

2i =Yi» 2^2 — jj en 23 — 23l' 

das ait (82) 

It K «^ 

of 

281 X"* — 315 X"* + 105 X" - 5 = ; . . . (84) 

en uit (84) 

X," = 0.0569 3911 5967 0073 5324, 
X2" = 0.4871 9785 2751 0939 4180, 
X," = 0.8694 9939 4918 2623 4182, 

waaroit eindel^k 

«," = 0.1193 0959 3041 5984 54, 



(83) 
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a?2" = 0.3306 0469 3233 1322 57, 
^3" = 0.4662 3475 7101 5760 14; 

welke waarden met de door Ga.uss berekeude overeenkomen. 
Immers, stellende 

x/' = 0.5 — x^' en x^" = 0.5 + x^' , 
X2" = 0.5— <' en x/' = 0.5 + <'i 

en 

X3" = 0.5 — x" en x/' = 0.5 + a?/', 

dan vindt men 

x/' = 0.0337 6524 29, 

X2" = 0.1693 9530 68, 

X3" = 0.3806 9040 70, 

x/ = 0.6193 0959 30 , 

Xg" = 0.8306 0469 32 , 
en 

Xe" = 0.9662 3475 71; 

even als Gauss gevonden heeft. 

De waarden van x^' yoor m = 1 tot m = 5 komen voor 
in Tafel C. 

Tweede Geral. 

§ 14. Is n = 2 m -}- 1 , dan valt een der abscissen van 
Gauss met de Y-as samen; de oyerige zuUen paarsgew^ze 
gel^k, maar van verschillend teeken z^n. W^ stellen ze 
opyolgend voor door 

de daarmede overeenkomende ordinaten door 

y '— »n y -(«— 1) »••••»?-!> yo''» ?/»•••• y"m-i , ym". 

Stellen w^ het gedurig product 

door (p (x) voor , of 

(p(x) = {x^-xJ'^)(x^-Xn^{'^)...{x^^x,''^)x. . . (85) 

Past men nu dezelfde redeneering toe als bg het vorige 
geval, dan bevindt men, dat de functie (p(x) moet voldoen 
aan de voorwaarden 

I ^ ^(x)dx=zOj I ^ x^{x)dx^=Oj.... I ^ a^'^(p{x)dxz=:0^ 
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welke met (79) overeenkomen. In het onderhavige geval be- 
vat 0{x) slechts oneven machten van ^, zoodat voor alle 
waarden van x steeds 

f'^^a^(p{ai)da=0 is en f'^y^P+^0{x)da=2 f^ a!^P-^^(p{x)da;, 

en de bovenstaande voorwaarden-vergel^kingen zich herleiden 
tot de m volgende 

Jo Jo Jo 

Is nu m = 3 of n = 7 , dan is volgens (85) en (86) 

/a:<J)(a?)da? = 0, I x^ 0{a!)da = O en ( x^ (p(x)da=:0^ 
Jo J*0 

derhalve 

+ x* (^,"» jr^"* + ar, "' X,"* + «/'» Xj"*) - ^» «,"» <'» «3"» J d « = 0, 
f* «» <J) (a;) dar = f' |a;W — a:« (a:,"» + <'* + ar,"*) + 

Jo Jo 

+ x' (ar,"« <'» + «,"* a:,"* + <'» x^"^) — x* a;,"* a;/'* x^"^ dx=0, 
pa;«0(ar)da;= P J^" — a^'" «'* + <'* + <'*) + 

Jo Jo 

+ x» (a:,"» ar^"* + x^"^ x^"^ + a;/'* «,"») — ar« «,"» a;/'* x^} dx = 0, 
waaruit 

+ 4 (ir (*,"* <" + <" <" + <" ^3"*) - i <" <' <»r = 0, 

tV (i)» - i (i)* (^,"» + <'* + ^3"*) + 

+ 1 (i)* (^,"* ^."* + <' <" + <* *3"*) - i ^'i"* <'* <* = 0, 

tV ar - tV (i)* (^."^ + ^2"' + ^3"*) + 
+ J (\r «" <' + <" <" + <"■ <^) - 1 <^ <'* <^ = 0; 

of stellende 4 V* = ^f 
i-|(X,"+X,"+X3")+K^."Xa"+^,"^3"+V^3")-i^."^"^3"=0, 

fV- i (X/^'+ x;'+ X3")+| (x,''x,^|+ x/^Xj^^+x^^'^') - iX,^x/^,'^'= o, 

IT — xVC-^t " + -X^j" + ■X3") 4- i (-^1 "-Xa" + X, "Xj" + X^'X^') — |X, "X^'X^' = 0. 

Stellen wg 

de som van de onbekeoden X,", Xj" en Xj", . . =2,*, 

de som hunner prodncten twee aan twee , . . . = £,', 

en het prodact Tan alle drie, =^s\ 
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dan blgkt, dat deze onbekenden als de wortels z^n te be- 
schouwen van de derde-machtsvergel^king 

Jf "^ — 2j \ X"^ + 22'- X" — 23' = , 
en in het algemeen , dat de onbekenden X/', -Xj", -X3", . . . 
Xm" de wortels zyn van de m^-machtsvergel^king 
Jf"--2/. X"— 1 + 2^^ X"«-2_ (-1)«S«' = 0; 

. waaryan de coefficienten Z' worden gevonden uit het navol- 
gende stel yergelgkingen 

2^rf3~2^H:i^^'+2^rri^2'- (-i)n2«.'=o, 

Stellen wg om een voorbeeld te nemen het geval van 
fn = 2 of n = 5 , dan hebben wg vooreerst 

en 

i — T^i +t22 =0, 
waaruit 

S/=y en 2^^ = ^, 
derhalye 

X"^— V-3:" + ^T = of 63 X"*— 70X"+15 = 0, 
waaruit 

X/' = 0.2899 4919 7925 6903 03 
en 

X/ = 0.8211 6191 3185 4208 09, 
of dewgl 

jf/' = 4;p/'^ en X;' = 4<'^ is, 
zoo is 

0?/' = 0.2692 3465 5052 8415 46 
en 

^^" = 0.4530 8992 2969 3319 97. 

De yergelgkingen , waaruit de waarden van Xp^ zgn af te 
leiden, zgn de volgende 



TOorn= 


2, 


8X" - 


TOorn= 


3, 


5 X" - 


T00rn== 


■4, 


35X"»- 


voorn — 


5, 


63X"»- 


TOorn= 


6, 


231 X"»- 


voorn — 


7, 


429 X"»- 
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1 = 0; 
3 = 0; 
30Z" +3 = 0; 
70 X" +15 = 0; 
315X"^+105X"-5 = 0; 
693X"^+315X"-35 = 0; 
yoorn= 8, 6435X"*- 12012X"3+6930X"^-1260X" + 35 = 0; 
voorn= 9,12155X"*- 25740X"3 + 18018 X"^~4620X" + 315 = 0; 
voorn=10,46189X"«- 109395 X"*+90090X"^-30030X"^+3465X:"- 63=0 

De b:y n = 2 tot en met n = 10 behoorende waarden van 
Xp' z:gn opgenomen in tafel G. 

Tot nog toe is aangenomen, dat het aantal termen in 
(73) eindig is; het is echter duidel^k, dat de geheele boven- 
staande ontwikkelings-methode ook toepassel^k bl^ft, als w 
in (73) onbepaald toeneemt, dua ook nog moet doorgaan, als 
w7 = oo wordt, indien slechts de reeks sub 73 convergeert. 
Worden toch de coefiScienten as hoe langer hoe kleiner, dan 
worden deze eindelgk z66 klein, dat men de daarmede aan- 
gedane termen verwaarloozen kan , zonder dat dit van merk- 
baren invloed is op de laatste decimaal, waarin men de 
waarden van y nauwkeurig wil uitdrukken, als wanneer de 

oneindig voortloopende reeks sub (73) of I y dx^ over- 

eenkomstig de onderstelling , eene eindige wordt. 

§ 15. Inhoudsberekening der figuur b^ 
gebruikmaking der GAUssische ordinaten. 

De inhoud der figuur kan yr^ gemakkelgk worden be- 
rekend uit formule (65) voor n even en uit formule (72) 
voor n oneven. 

Nemen wg tot voorbeeld het geval, dat n=6 en dus m = 3 
is, dan vinden wg uit (65) 

(X," - X,") (X," - X,") ' 
\-k{X,"-X,") + X-'X^' 
(X," - X,") (X," - X,") ' 
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en 

Onmiddellgk na (84) is gevonden 

X/' = 0.0569 3911 5967 0073 5324, 
X/' = 0.4371 9785 2751 0939 4180, 
en 

JC3" = 0.8694 9939 4918 2623 4132, 

zoodat w^ vinden 

5j = 0.4679 1393 4572 6910 474, 
Ba = 0.3607 6157 3048 1386 071, 
JB3 = 0.1713 2449 2379 1703 455, 
derhalye 

t' = £r 1 0.2339 5696 7286 3455 237 (y_i + t/+i) + 
+ 0.1803 8078 6524 0693 035 (y-2 + y+jj) + 
+ 0.0856 6224 6189 5851 727 (y_3 + y+3)i. 
De uitkomsten yoor n = 2 tot en met n=10 zgn 
opgenomeu in Tafel C. 

Aanteekening. Wil men de meetkandige plaats 
van een onbepaald punt, dat aan eenige bekende voor- 
waarden voldoet, door eene parabolische kromme Ign yoor- 
stellen, dan zal, in het algemeen, de parabolische kromrae 
het meest nauwkeurig den loop van het onbepaalde punt 
aangeyen, als men de abscissen yan de bekende punten 
dierw^ze kiest, dat z^ oyereenkomen met die, welke bg de 
methode yan Gauss worden toegepast. 

Om dit aan te toonen beschouwen w^ het geval, dat de 
fnnctie yan den n^*° graad 

i^(a?) = «o + «i J? + flfj ^* + • • . • + «• ^» 
yoor de tusschen a = — i en a? = + | gelegen waarden yan 
a J benaderenderw^ze moet worden yoorgesteld door de functie 
yan den (n — I)**"* graad 

f{x) = (3^ + (3, 0! + (3^x^ + . . . . + (Sn^ix--^ 

en, dat in deze laatste functie de coefficienten worden be- 
paald door de yoorw^arde, dat zg yoor de n waarden yan 
or : a^ , 03 , . . . . a» , dezeifde waarden oplevert als de gegeyen 
functie F{ai). 
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Stellen wig door ^{x) het product 

(j? — ttj) {x — a^) ....(* — 0%) 
voor. Wanneer w^ ^{^) deelen door $(a?), dan zal het 
quotient zgn ocn , omdat deeler en deeltal hier van denzelfden 
graad z:gn ; de rest is eene functie van den (w — 1)'**° graad. 

Op dezelfde w^ze als in § 13 geschied is, betoogt men 
ook hier, dat deze rest van f{x) niet onderscheiden is. 

W^ hebben dus 

F{x)—f(x) = cc..0{x). ' 

De tweede macht van de middelbare waarde der font 
wordt uitgedmkt door 



/: 



otn^ {(p{x)\^ dx. 

r 

Opdat deze zoo gering mogelgk zg , moet 

^ {x — a^y {x — ttc^y . . . .{x — a^Y dxj 



/- 



T 

thans beschouwd als functie van a| , a2 , . . . . a» , tot een mi- 
nimum worden gemaakt. 

De gedeeltelgke differentiaal-quotienten van deze integraal 
ten aanzien van a^ a^^ en zoo voort, kunnen worden voor- 
gesteld in den vorm 



(«) 



I — 2{x — 02) ("^ — ^3) • • • (>*? — a^) .0{x)dx = Oj 

I — 2(x — CLi){x — ag) . . . (^ — an) .0{x)dx=^O; 

en zoo voort. 

B^ ontwikkeling zoude men n vergel:gkingen verkr^gen 
ter bepaling van de n onbekenden a^ , a^ , . . . . a«. Maar , 
aangezien onder het integraal-teeken hier telkens $ (x) met 
eene functie van den (w — !)■**" graad wordt vermenigvuldigd, 
zoo zal aan de vraag voldaan worden, indien 

r ^(p{x)dx=0, r ^xq>{x)dx=0, ... r a^^0{x)dx = O. (13) 

Immers volgt uit deze betrekkingen , door ze in volgorde 
te vermenigvuldigen met de willekeurige standvastige coeffi- 
cienten Bq, B^, . . . . B^^i , en op te tellen 
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r^ ■JBq-\-B^x+ B^ x^ + ... + £«_i a?— ij (p{x)dx = Q, 
of bg verkorting 

/ •«■ 



/: 



waarin *^ (^) eene geheel willekeurige functie is van den 
(w — 1)"'*° graad. Daarom zal aan de voorwaarden {») vol- 
daan zgn , wanneer ;J) (x) aan de voorwaarden (/3) voldoet. 
Deze laatste stemmen overeen met wat onder (83) is gevon- 
den ter bepaling van de abscissen van Gauss. 

Uit bet bovenstaande volgt, dat eene GAUSsische parabool 
van den n^®" graad zicb aan eene willekearige kromme lyn 
vrg wel even goed zal aansluiten als eene (n + !)■** machts- 
parabool volgens Newton-Cotes, in de onderstelling , dat 
beide eerste krommen de n punten gemeen hebben, die met 
de n GAUssische abscissen overeenkoraen ; terw^l uit § 13 
bl^kt, dat de middelbare ordinaat van de GAUssische 
parabool van de n^ macht gelyk is aan die van de (2 n)®- 
machtsparabool volgens Newton-Cotbs. 

Uit een en ander vloeit voort, dat als men bg voorbeeld 
uit n thermometrische waarnemingen per dag besluiten wil 
tot de gemiddelde temperatuur van den dag of tot de 
temperatuur op een be pa aid t^dstip, waarop geene waar- 
neming is gedaan , men in beide gevallen met voordeel van 
de GAUssische abscissen gebruik zal kunnen maken ^). 

Voor de gemiddelde temperatuur echter, komen n waar- 
nemingen volgens Gauss met 2 n waarnemingen volgens 
Newton-Cotes overeen ; terwgl, voor de temperatuurs-bepalin- 
gen op bepaalde t^dstippen, n waarnemingen volgens Gauss 
slechts eene even nauwkeurige uitkomst geven, alsb:g(n+l) 
waarnemingen volgens Newton-Cotes. 



1) Het is duidelijk, dat men ook de vergelijking der kromme, die de gevoe- 
ligheid eener balans voor alle geoorloofde beladingen P, van P «> tot P = 
maximum-belading, het nauwkearigst nit eenige wegingen zal kunnen opmaken, 
indien de beladingen bij die wegingen opklimmen in geljjke verhoading tusschen 
de aiterste waarden van P, als die van de lengten der abscissen volgens Gauss. 
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Betreffende het waamemen met toepassing van deabscissen 
Yolgens Gauss , merkt Enckb het yolgende op ^) : 

»In den ersten funf Jahren der neuen Berliner Stemwarte 
»beobachtete mein damaliger Gehulfe, der jetzige Direktor 
»der Breslauer Stern warte, Herr Prof. Gallk, dreimal tag- 
»lich den Barometerstand und Thermometerstand zu den 
»Zeiten, welche um den neanten Theil des ganzen Tagebo- 
»gen8 spater als Sonnenaufgang und frdher als Sonnenunter- 
»gaixg fielen und zur Zeit des nahen Mittags. Er erreichte 
»dadurch dieselbe Genauigkeit, als wenn er fiinfmal taglich 
»in gleichen Zeitinteryallen die Beobachtungen angestellt hatte, 
»wie es in der That auch die Erfahrung bei der Herleitung 
»des mittlern Thermo- und Barometerstandes aus seinen Beob- 
»achtungen, yerglicheo mit denen einer langeren Reihe von 
» Jahren, bestatigt hat". 

e. BEREKENING VAN DE CORRECTIE-TERMEN 
DIE BIJ DE EORMULEN VOLGENS NEWTON -COTES EN 

MACLAURIN BEHOOREN. 

§ 16. Laat de vergel^king sub (78), namelgk 

de vergel^king z^n van de willekeurige kromme grenslgn 
A B , ten opzichte van de rechthoekige coordinaten-assen 
X en Y. 

Door n bekende punten dezer l^n, wier abscissen wig op- 
Yolgend door ^p x^^ , , . .x^^ en de daarmede overeenkomende 
ordinaten door t/p t/^^.-.-^m voorstellen, trekken wg eene 
parabolische kromme; hare vergel^king zg, mede ten op- 
zichte van de assen X en Y, 

y' = i^(a?) = ao + «i^ + «2^^+---- + ««-2^**~^+an-iiP*"^ (88) 

Berekenen w^ den inhoud der figuur A' B , in de onder- 
stelling, dat deze niet door de l^n sub (87), maar door de 
l^n sub (88) is begrensd, dan yinden wig niet den waren 
inhoud i, doch slechts een benaderden inhoud i"; wg 



1) Encke, Gesammelte mathematische nnd aatronomische AbhaDdlungen. Er^ter 
Band. Berlin. 1888, Seite 124. 
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wenschen nu het yerschil i — { in correctie-termen voor te 
stellen. 

Wg onderscheiden hierb:y weder de twee geyallen 1* dat 
n even, 2^ dat n oneyen is. 

Eerste Geyal. n = 2m. 

De abscissen dezer n punten z:gn -f- ^i ®^ — ^i ? + ^2 ®^ 
— iP^i •••• ~h^»« ^^ — ^mj wy onderstellen hierbg, dat iPj, 
^2 ? • • • • ^w elkaar in grootte opyolgen , maar kennen oyeri- 
gens aan niet een dezer abscissen eenige bepaalde waarde toe. 

Z^ gesteld 

en hierin weer iP,^ + a?^* +•••• + ^»^ = j 2i/ J 

de som der producten twee aan twee der grootheden ^p=-T2 ^2^' 
en zoo yoort, als in (81) is bedoeld, dan yindt men 

Zij yerder het quotient yan de deeling yan (a?) op f{x) 
sub (87), beide functien yolgens de afdalende machtenyan 
X gerangschikt , gel^k gesteld aan Q{ai), en de rest dezer 
deeling gel^k aan R {x) , dan is 

waarroor w^ , eene gel^ke redeneering volgende als in § 13, 
ook schrgren mogeu 

y=f{a>)=Q{x)0ix)-{-F{x) (90) 

In (90) is Q{x)0(ai) = O voor alle waarden van iP = a?p 
x= — a?j, . . . . a? = a?, , x = — Xn die (p (x) zelve gelgk aan 
nul maken; de met deze waarden van x overeenstemmeude 
waarden yan y worden dus ook gevonden uit de yergelijking 
y=F{x) alleen. Voor eeAige andere willekeurige waarde 
yan de abscis x zal de hiermede overeenkomende ordiaaat y 
telkens bestaan uit de som yan twee stukken, waarvan het 
eene oyereenkomt met de waarde, die F{x), en het andere 
met de waarde , die Q (x) (p (x) yoor die waarde van x yer- 



t 



i' 
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kr^gt. Het laatstbedoelde stuk geefb aan, hoeveel de waarde, 
die'uit y' = F{x) alle^n wordt verkregen, te groot of te 
klein is , vergeleken met de ordinaat y , die voor de gegeven 
abscis, uit (87) voortvloeit. 

Hieruit volgt derhalve , dat Q (a?) (p {x) de correctie is , 
welke aan y'==F{x) moet worden aangebracht om deze y' 
aan de daarinede oyereenkomende y van de ware grenslijn 
der figuur gelgk te maken. 

Uit (90) volgt, A'B' = 1 stellende, 

i= (^ f{x)dx= p ^Q{x)(p{x)dx+ p ^F{x)dx:, (91) 
en hierin is 1 Q (^) $ (^) dx de correctie , die aan 

= 1 F{x)dx moet worden aangebracht om i' = i te 
maken. 

Nu is Q (x) bet quotient der verrichte deeling van (p {x) 
op f{x), afgezien van de rest Ii{x), en bestaat alleen uit 
termen met geheele, positieve machten van x^ een term 
met de macht nul, dus zonder a?, daaronder begrepen. B^ 
die deeling waren beide fuoctien <p{x) en f(x) gerangschikt 
naar de afdalende machten van x. 

Het quotient Q(x) kan echter ook gevonden worden door 
den deeler Cp{x), gerangschikt naar de afdalende mach- 
ten van a?, te deelen in de eenheid, en dit quotient te ver- 
menigvuldigen met het deeltal /{x), volgens de opklim- 
mende machten van x geordend. 

Men vindt voor laatst bedoeld quotient 
1 ^ 1 

waarvoor wg schrgven 

1 — 4- ^^ I ^4 I ^6 I 

<p {x) X* "^ a?"+2 ' ar«+* "^ a?"+« "^ "" 



189 

Om nu , door vermenigvuldiging van dit quotient met /(a?), 
alle^n de termen van Q(^) te voorsch^n te brengen, moeten 
alleen die gedeeltelijke producten worden genomen , die ge- 
heele positieve machten van x opleyeren, de macht nul 
daaronder begrepen; alle negatieve machten van x^ die ait 
dit product ontstaan, kunnen geacht worden tot bet quotient 

— W = ^\ \ te behooren. 

De te vermenigvuldigen function zgn 

/(a?) = «o -f fl5j a? + ^2 ^^ + .... + d5» a?» + x^^x ^'^^'^ + ««+2 ^^^ + 

en 



derhalye is 

Q (;??) = «^ 4- «„^i a?+ fl5„4.2 a?2 + a„+3 ar^ + fl5^^.4 0?* + a„+5 a?* -f- .... 

««+4 ^4 "I" -i^Jn+B ^4^ + .... 

= «» + *«+l ^ + ^«+2 (^^ + ^2) + ^«+3 ^ (^^ + ^2) + 

+ «„+4 (^* + ^^^2 + ^4) + '^n+S ^ (^* + ^^^2 + ^4) + 

+ ««+6 (^® + i«?*.^2 + ^^.^4 + ^e) + ««+7 ^ (^* + ^*-^2 + ^^-^4+^6)4 - 

De gezochte correctie-termen worden dus, blgkens (91), 
voorgesteld door 



corr 



Hierin zgn de tweede, vierde, in bet algemeen de even correctie- 
termen gelgk aan nul, terwijl voor de eerste, derde, in bet 
algemeen de oneven correctie-termen kan gescbreven worden 

I a?2'<p(ar)da?= 2 y x^^(p{x)dx] zoodat men beeft 



orr. = 2«, r<?)(iP)da?4-2a5»+2 T (a?^ + ^2) Cp (a?) da? + 
Jo Jo 

J 

+ 2 «„+6 I ^ (^® + i*?^ ^2 + ^^ • ^4 + ^e) ^ (a?) cZ ii? +... 

J 



(92) 



\90 

terwgl de coefficienten van »n+i^ ^n+3, ^n+5, «n+7» 

en zoa voort ^) gelgk zgn aan nul en r^ = il,^== }(92) 

= (^1^ "f" ^2^ "f" • • • • "i~ ^»^) ' ®^ ^^^ voort , is. 

De waarden der coefficienten van x^ zgn opgenomen in 

de Tafels A en B. 

Willen wg, te beginnen met de NEwroN-CoTBs'sehe ver- 
deeling der figuur in strooken van gel^ke breedte, de vier 
eerste correctie-termen kennen voor n = 2 , dan heeft men 

1 1 

a?_i = — 2 en ar^.i = ^ ; 

dus volgens (89) 

dus is bl^kens (92) de coefficient van de eerste correctie- 
term, of 

van »j = ; van »^ = 2 l («* + r^) (p{ai)dx^ 

J 

= (5*l6 + r^-iy'3*i-4'"*|- Nui8r, = V = 4. 

dus is de coefficient van ».= \^r^ — -— !== — ^ttt en ein- 

* j80 16 J 20 

del^k van «. == 0. 



coefficient vaii «2 = — ^ » 



Derhalve heeft men voor n = 2 

1 
6 
coefficient van »^= , 

coefficient van »^=: — ^^ , 

coefficient van ».= 0. 



1) Zie noot b^ formale (41). 
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Voor ft = 4 heeft men 

113 3 

dus 
derhalve 

/T ( 5 11 

Of ■*■" 144 J 

-^\1{IJ-^'1 G/ + lii G)j — 2k;cosff-«,=o. 

By yerdeeling der figuar Tolgens Maclaubim heeft men 
bg n = 4, 



_1 ,_8 

<», — g . «2 — g . 



*<') = (''-»)(''- ^)-''-i'' + 



9 



4096' 
das 

Tweede Geval. n = 2 m + 1. 

Er is slechts ^n midden-ordinaat ; deze valt met de Y-as 
samen; haar abscis is gel^k nul. 
Vergelijking (89) gaat over in 

(p (a?) = ar (a: — a?,) (a? + a?i) (a? — x^) (a? + x^) = 

= a^^M^i^'^Z,x^-^+ (-l)-^Z^x; . . (93) 

dus is 

1 14^^ Ja (^1 ~ ^2) 

^Jx) "^ ^ "*" '^^^ "I ^^^^^^* ^ "• ' 

dit quotient vermenigvuldigd met 
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geeft, met . weglating der termen die negatieve machten van 
X tot factor hebben 

«. + «n+l « + «n+3 «^ + «n + 3 «^ + 

*i»+2 Sj -|- ««+3 a? J 2, -|- ... , 

dus is 
Q{x) = a, + «„+ia? + ««+2^a?^+ j Sj j + a«+3a?^a?^+ 1 2,)+ ... , 
en derhalve 

+ «n+3 ^ f a?^ + ;j 2i ) -| (?) (a?) df i» , 

waarin de eerste, derde, en in bet algemeen de termen met 
on even rangcgfer gelgk zgn aan nul, terwgl voor de over- 
big yende kan worden geschreven 2 '/ in plaats van | ; 



dus is 
corr 



.= 2xn+i j^ x(p{iv)dx-\-2 Xn+3 I ^ ^ ( ^^ + T 2^1 ) <p (x) dof -^...^ 

terwijl de coeflBcienten van a,, «n+2> en zoo voort, gel^k 
nul z^n. 

Bepaalt men zicb tot slechts een correctie-term , en wil 
men dezen bebben bg de NBWTON-CoTBs'sche verdeeling der 
figuur , voor n = 3 , dan heeft men 

1 , 1 

^-1 = — 2 ®^ ^+1 = + 2 ' 

dus 



(94) 



<p(x) = x(x^ — -^; 



derhalve 



coefficient van a^ = 2 I x'(x* — ■jjdx=2 I (x* — jx*jdx= 



~ 5\2/ ~4* SW r 120' 



dus 
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coefficient van ^3 = , 
coefficient van «^ =: — 



120 

Dit de omstandigheid , dat de coefficient van »^ steeds 
gelgk nul is, vloeit voort, dat het verkiesl^k is den inhoad 
der figaur uit een on even aantal ordinaten te berekenen. 

Uit de opmerking aan het einde van § 14 volgt , dat bo- 
venstaande ontwikkelings-methode 00k doorgaat voor het 
geval in (87) u; = 00 is. 

§ 17. Om het gebruik van de in de vorige § gevonden 
waarden van de coefficienten der correctie-termen met een 
voorbeeld toe te lichten, stellen w^ ons voor bij benadering 
de waarde der integraal 

'9 do? 



— r — 

~ J 8 X 



9 
dat is van de NEPfiBiaansche logarithmus van -- te bereke- 

o 

nen, wier nauwkeurige waarde 0.1177 8303 5656 bekendis. 

Te dien einde stellen wg eerst a? = 8T + *'» waardoor de 

integraal verandert in 

dx' 

waaroit 






y = 



8i+a?' 
Wg vinden dan 
1°. bg toepassing der formulen volgens Nbwton-Cotjbs, dat 
is van de formulen uit Tafel A en § 16 en bg gebruik- 
making van slechts een correctie-term , 

voorn=2, J2'=2 {y-i+y+ij, coefif. van «2=-g; 

voorw = 3, i/ = « Ky-i+y+i) + 42/o!, coeff. van x^=^ 



120' 



voorn = 4, // = Q{(y-3+y+2) + 3(y-i+y+i)}, coeff. van »^ = 



8€vj-«-r^+-/-r-v/-^-i-:f-^vj» 4— 270' 

N. A. V. W. DJ. XX. 13 
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voorn=5, Is=qq {7 (y_2+y+ii)+32(y_i4-y+iH-12yoJ, coSff. van «, =— gggs > 
dat is 
Toorn=2, 7;=i j|+^ I = O.Ii80 55; 

Toor n= 3, /,'= g j i^ + 4 ^ I = 0.1177 S322 4401 .... ; 



Toor 



TOor 



Ontwikkelt men y=/(a?')= — ;, dan vindt men 

y = «0 + «1 ^' + *2 ^'^ + «8 ^'^ + «4 ^'* + «5 ^'* + «e ^'' + - » 

dat is 

'=^-(AP+(^)'--(4)'-+(l^P'-(^)*-H-(^)'--- 

en b^gevolg vindt men voor de waarde van den eersten 
correctie-term 

Yoor n = 2, — g f:^) = — 0.0002 714.. ; 



Yoor 



« = 3, - jL ^^ J « _ 0.000020018 78...; 

1 / 2 \' 
voorn = 4, — 5=^|y7 ) = — 0«0000 0008 35...; 

TOor n = 5, - JL_ /^V = _ 0.0000 0000 0116.... 

B^ toepassing van den eersten correctie-term vindt men 
derhalve, voor 
n = 2, /j' = 0.1177 54 .... ; 
„ = 3, 1/ = 0.1177 8803 66 .... ; 
„ = 4, 1^' = 0.1177 8303 62....; 
„ = 5, Is = 0.1177 8303 5651 

Boyenstaande uitkomsten doen zien, datdenauwkearigheid 



195 

der benadering, zoowel zonder als met toepassing yan den 
eersten correctie-term , onbedaidend weinig toeneemt, indien 
men in plaats yan een oneyen aantal ordinaten het naast- 
Tolgend eyen aantal in rekening brengt. 

2^. bg toepassing yan de formulen yolgens Maclaubin , dat is 
yan de formulen nit Tafel B en § 16, mede b^' gebruik- 
making yan slechts 66n conectie-term , 

.or n = 2, Ij' = 2 |y -i +y'+i|, coeff. yan «2 = Jg ' 

1 7 

►orn=3,23'=g |3(yLi+y'+i)+2y'J , coejff. yan «^=g_; 

>orn=4,I/=;jg |13(yU+y^2) + 11 (y-i+y^i)h coeff. van «4 = g^^^ 

>or n = 5, i; = ,-^|275(y'_H-y'+s)+100(y'_i+y'+i)-|-402y'ol ,coefif.van«,= ^''^ 



1152* "^ -» I jf +^/ . — -V -i . if +i,T^— ;y o»» «~"840000 ' 

dat is 



oorn=2,Z,'=g(^+^)=O.Ii77 4891 7749....; 
oorn=3,J,'=| J3(^ + ^)+2Aj«0.ii77 S296 2241....; 



,or«=4,/;=^jl3(^+A)+ii(^ + |.)j =0.ii77 8299 7647....; 

oor„=5,I/=^J275(|?4^)+100(12+10)+402^^j=0.I177 5303 55^ 

Yoor de waarde yan den eersten correctie-term yindtmen 
thans 

fi=s2, i(ji) =0.0000 3893....; 



yoor 

t5 



yoorn = 3, g^ (jy) =0.0000 0007 304....; 
voor n = 4, ^^ (j|- J = 0.0000 0003 778.... ; 

yoorn = 5, q^qq(^J ='^'^^^^ 0000 0083 

Zoodat, b^ toepassing yan den eersten correctie-term ge- 
yonden wordt, voor 
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n = 2, 1^ = 0.1177 S285....; 
n = 3, 1/ == 0.1177 8303 528.... ; 
n = 4, 7/ = 0.II77 8303 543 .... ; 
n = 5, 1^ = 0.1177 8303 6656 

Deze uitkomsteu geven aanleiding tot eene gel^ke opmer- 
king als die, welke hierboven met* betrekking tot deNswroN- 
CoT£s*8che formulen is gemaakt; tevens toonen z^ aan, dat 
bet gebruik der ordinaten volgens Maglaubin de voorkeur 
verdient boven die volgens Nkwton-Cotbs ; zoo blgkt, dat 
drie abscissen volgens Maglaubin grooter nauwkeurigbeid 
geven dan vier volgens Nbwton-Cotes. 

§ 18. Berekening van de correctie-termen, die bg 
de formulen volgens Oauss behooren. 

Eerste gefal. n = 2m. 

Bg toepassing der OAussische coordinaten, merken w^ op, 
dat b^ de even waarden van n=:2m, blgkens (80), de 
waarden van a?/', a?^" , . . . . a?," diermate zgn bepaald , dat vol- 
daan wordt aan de voorwaarden 

Jo Jo Jo 

In verband met (95) blgkt dus ait (92), dat al de correctie- 
termen tot en met dien , welke met «n+n-2 = ^3«— 2 is aange- 
daan, gelgk nul zgn, benevens de correctie-term , die met 
^2n—i is aangedaan omdat, mede blgkens (92), de coefficient 
van dezen ait zich zelf nul is. 

In den nu volgenden correctie-term, namelgk 

2 «8„ r («» + ar-^ r^ + a?»-* r^ -I 1- rn) . (?) (a?) d J?, 

blgven al de termen , die binnen de haakjes staan , met uit- 
zondering all^^n van ail^, op grond 7an (95), buiten invloed 
op de waarde van dien term , als die geintegreerd wordt 
tusschen de grenzen a! = i en ^ = , omdat de machten 
van X van deze termen kleiner zgn dan n. Hieruit volgt, dat 
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b^* gebraik der GAussische coordinaten ^ als n even is, de 
coefficient van den eersten correctie-term wordt voorgesteld 
door 

coefficient van «3«= 2 | a^ .0{a:)da!=^ . 

J 

""(2/ |2^+1~2^ + 27^~2T^ ^^^^^irTl[ ^^^^ 

Stellen wfl bg voorbeeld n =• 6 , dus m = 3 , dan is blfl- 
kens (96), in verband met het gevondene sub (84), namelgk 

15 5 _5 

^~11' ^^~rr ®" ^^~23T' 

(jxn |j I 15 15 15) 1 

2/ jr3"~rr-U + 9Tr"7-23ipil09 9088- 

De waarden der coefficienten voor n = 2, 4, 6, 8 en 10 
zgn opgenomen in Tafel 0. 

Tweede Geyal. n = 2 m + 1. 

Voor n = 2m + l zflBi d© waarden a?/', ^j", . . . . j?^", big- 
kens het aangehaalde in § 14, diermate bepaald, dat vol- 
daan wordt aan de voor waarden, sub (86) 

f^a(p{a!)da! = 0, r a^(p{x)da = 0,.... [^ a^'^-^0{a!)da=O. (97) 
Jo Jo Jo 

Uit (94) blgkt dus, in verband met (97), dat al de cor- 

rectie-termen , tot en met dien, welke met 2 «n+(3»— i) = 2 »2n-2 

is aangedaan, nul z^n en derhalve de coefficient van den 

eersten correctie-term wordt voorgesteld door 

coeff. van «2„=2 p«(^**--i + ^'^^rj + ;i?»»-^r4+.... + rn-i) (?)(a?)da?; 

waarvan bl^kens (97) al de termen , die binnen haakjes staan, 
met uitzondering van den eersten, buiten invloed blgven op 
de waarde-bepaling van dien coefficient; zoodat men heeft 
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coefBcient van « j, = 2 f a^ ^ (x) d x , 
of blgkens (93) 

J Q I * 4* * 4* ' 

V2/ 2n+l 2n-l"f'2n-3 2^^=^ ^ ^~ ^ n 



+ 



+ 2\' 

Stellen wg hierin n = 5 , das m = 2 , voor welke waarde 
Tan n in § 14 is geronden 

10 5 

2, = -^ en 2, = 2j-, 



dan vinden w^ 
coefficient van «,^, = ^- j — - - . _ +- 



5 



21 69 8544 



De coefficienten van agn voor n = l,3,5,7en9zyn 
mede opgenomen in Tafel G. 



H. GEDEELTELIJKE TOEPASSING VAN DE 
METHODE VOLGENS GAUSS. 

§ 19. Hit de voorgaande §§ blgkt, dat bg bet bepalen 
van den inboud der figuor, b^ gebruik van een zelfde aan- 
tal ordinaten, de metbode van Oadss, in den r^el, de 
meest nauwkeurige uitkomsten geven zal. 

Er kunnen zicb ecbter bij die inhoudsbepaUng , omstandig- 
heden voordoen , die eene zuivere toepassing van de metbode 
van Gauss in den weg staan , en die ons verplicbten er meer 
of minder van af te wgken. Zoo kan bet noodig z^'n , eenige 
bepaald aangewezen ordinaten., die niet met die van Oauss 
samenvallen , maar er op eenigen afstand van verwgderd zgn, 



199 

in de berekening op te nemen; terw^l w^ slechts yrg zgn 
in de keuze van de oyerige te meten ordinaten ^). 

De yraag doet zich das voor : in welke panten der kromme 
moeten de laatstbedoelde ordinaten worden gemeten? 

Deze yraag is op de yolgende wgze op te lossen. 

W^ nemen aan , dat wg den benaderden inhoud der figuur 
uit (p-^n) ordinaten moeten berekenen, waaryan p ordina- 
ten te meten in bepaald aangewezen punten yan de kromme 
AB, en de n oyerige daar, waar dit, met bet oog op de 
nauwkeurigheid yan de eind-uitkomst, bet meest gewenscht is. 

Is nu {p-^-n) oneyen, dan is er slecbts ^en midden- 
ordinaat; rekenen wg deze steeds te behooren onder de n 
ordinaten, wier abscissen wg naar keuze kunnen bepalen, 
dan moot p eyen zgn, omdat de ordinaten symmetrisch 
moeten liggen ten opzicbte yan de Y-as. Zgn er echter twee 
midden-ordinaten , dan is p blgkbaar yan zelf eyen. 

Wg stellen daarom steeds p = 2q. 

Nemen wg yerder aan, dat de basis der figuur in 
(2 w + 2 y — 1) willekeurige , mits ten opzicbte yan de T-as 
symmetrieke stukken is yerdeeld ; dat in de deelpunten en 
in de eindpunten, te zamen dus {2n-{'2q), ordinaten zgn 
opgericht, wier lengten wg kennen; en dat door de top- 
punten dezer (2n-{'2q) ordinaten eene parabolische krom- 
me is getrokken; dan zal bet blgken, dat wg op de 
kromme AB steeds n punten zoodanig kunnen bepalen, dat 
de kennis yan de n daarbg beboorende ordinaten en yan de 
p=^2q aangewezen ordinaten , (te zamen dus slecbts n-]r2q) 
toereikt om den benaderden inboud der figuur te kunnen be- 
rekenen met eyen groote juistheid als uit de 2 n -j- 2 ^ eerst 
bedoelde ordinaten. 

Wg onderscbeiden hierbg weer de twee geyallen, 1°. dat 
n eyen en 2^. dat n oneyen is. 



1) By de berekening by yoorbeeld van den inhoad van het profiel eenerrivier 
zal het stellig altyd gewenscht zfjn om de eind-ordinaten , die steeds geiyk aan 
nol en dus zonder eenige peiling bekend zjjn, in de berekening op te nemen. 
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Eersto Geval. n = 2fn. 

De door de 2 (w + q) punten getrokken kromme heeft 
y = F{a!) = a^'\-a,x+ a^x" + .... + (H.^^^^ a?2«+2«-3 + a^^^^^^ ^+2^-1^ (98) 

en de door de (n-|'29) punten getrokken parabolische kromme 
heeft 

y' =/ W = 6 + 61 ^ + \ ^' + .... + 6n+3,-2 ^"^^-^ + 6n+2,-l «*»+^^-^ 

tot vergelgking. 

Stellen w^ de n = 2 m nog te bepalen abscissen voor door 

it t^/i ) IC X^ ^ • • • • ZC •2'i« J 

en de p = 2 ^ reeds aangewezen abscissen door 

Zil ^1 » jt ^2 > • . . • It *^q » 

dan is 

(p (a?) = (^^ — x^"") {x" — xP) .... (^^ — xJi'^) (x" — x;'"") . 

. {x^ — <'^) .... (^^ — V^), (99) 

een polynomium van den 2 (w + q)^ graad. 

Deelen wg Cp{x) op F{x)j en is 9(^) het quotient en 
R{x) de rest van deze deeling, dan is 

F{x) = Q{x).0{x)-{-R (x), 

of, op gel^keh grond als met betrekking tot formule (77) 
is bewezen, 

F{x)=Q{x).(p{x)+f{x), 

waarin Q {x) een polynomium is van den (2 m — !)•" graad, 
van den vorm 

Q{x)= Co+ 0, X+ C^X^ + . . . .+ C2n^lX^\ 

Nu kan voldaan worden aan de gelgkheid 



door 



I f{x)dx= j F{x)dx, 
p ^ Q{x).Cp{x)dx = Q, 



dat is door 



/(p{x)dx=^0^ 1 x<p{x)dx = (i^ I x^<p{x)dx==^Q^ .... 
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.... p ^x^'^^Cp{a!)da! = en T a!^'^-^(p{x)dx = 0, 

te nemen, z^nde 2 m voorwaarden-vergel^kingen. 

Maar aangezien | ^ ar^p+'^ <Pi^) da steeds , voor alle 

waarden 7an ^, gelgk nul is, zoo herleiden zich de 2 m 
yergel^kingen tot de m volgende 

of, wat hetzelfde is, tot 

f''<p{x)dx = 0, (''x^(p{x)dx = 0,.... f^a^^^0{ai)dx=O. (100) 
Jo Jo JO 

Wordt aan deze m voorwaarden-vergelijkingen voldaan, 
dan is 

waarait volgt , dat de kennis van de 2 ^ aaDgewezen ordi- 
naten en van de n = 2m ordinaten, welke uit (100) z^n 
afgeleid, voldoende is om den inhoud te berekeneD van de 
figuur , die begrensd is door de kromme sub (98) bedoeld , 
welke door (2 n -^ 2 9) bekende puDten der kromme grens- 
l^n is getrokken. 

Nemen wj tot voorbeeld het geval van w=2 of fi» = l en 
p = 2 of y = 1 , en stellen wg , dat de twee vooraf aange- 
wezen ordinaten in de uiteinden der kromme z^n geplaatst, 
dan is bl^kens (99) 

(P (x) = (x» - ^,"») (or* - or/"*) = (.r» - *,"») (^» - ^] = 

= I <' - {<" + j) ** + ^'; 

en dus moet, op grond van (100), 

r^\^^x,''^ — L,"''-{-^^a!^'\'xAdx=Q zijn, 
waaruit volgt 
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waarnit 

«i" = 0.2236 0680, 

Wfl hebben gevonden arj"* = 0.05, terwgl as/"* = 0,25 is, 
dus 4 «,"» = X, = 0.2 en 4 ar,"'» = 1 = X,. Blgkens (65) is 

5 



en 





1 




1 






1 




^W^ 


3 


-2, 


3' 


-X, 




3 


— 1 


Bt 


J^i 


-X, 


~^i 


-X, 






-0.8 






B, 


= 1- 


B,- 


1 

— • 

6 







6' 



Derhalve is, bl^kens (62), de benaderde waarde van de in- 
tegraal 

5 1 



§ 20. Tweede Geyal. n = 2 m + 1. 

De vergel^king sub (98) der Ifln blgft dezelfde, terwgl 
de vergel^king sub (99) overgaat in 

(p{x) = ai (^^ - x,'"") (^^ — <^) .... (^^ — x^"") (^^ - 0?/"^) . 

. yX "~~*l/o f • • • • \X "^ Xq I , 

die van den (1 + 2 m + 2 y)«" = (n4- 2 y)*" graad is, dus 
Q (a?) van den graad {2n + 2^—1 — (11 + 2 q)\ =n— 1 =2m. 
Hieruit bligkt, dat de voorwaarden-vergel^kingen zgn 

I <p(^)da? = 0, I ^(p(^)da?=0, I ^^(p(«)da?=0,... 

...r ,2?2«-i ^ (^) ^^ == en r a-2« (?)(«) da? = 0; 

z^nde (2w + l) vergelgkingen, die, omdat 

p ^x^-^^ (p{x)dx = 2^^ ay^P"^^ (p{x)dx en p ^^^Cp(^)d«, 

voor alle waarden van a;, steeds gel^k is aan nul, zich her- 
leiden tot 

C^xcp{x)dx=Q, f^x^(p{x)dx=0,... f^x^'^^0{x)dx = O, 
Jo Jo Jo 

te zamen m vergelgkingen voor m te bepalen grootheden. 
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Nemen wg tot voorbeeld het geyal yan n = 3, dus m = 1, 
en zg teyens p = 2, dus ^ = 1, en stellen wg, dat de twee 
katstbedoelde ordinaten in de uiteinden der kromme moeten 
geplaatst worden; dan hebben wg 

(x) = x{a!^ — x,''^) {x^ - a?/"^) = x{x^ — x^''^) (x^ - j) = 

= \xx,'''-(^x,''' + \)x' + x^, 

en dus 

/I /" I 1 / 1\ i 

J 0\ ^ \ 4/ I 



dat is 



= f^\\x,''\x^—(x,''^ + ^x' + x^\dx, 



of 



/1\* (1 1 111 /1\* (2 1 J 

W 3 » 5*' 20+28 ~V2/ 15 ' 70 "' 



waaruit 



2 », 1 J »» 3 21 
5*1 =Tr. dusar, »=ho = 



14' ' 28 196 

x."=J^ V/21= 0.3273 2683 5353 99. 
14 

Met bebulp yan (72) en (70) yindt men de benaderde in- 
tegraal aldus. 

Men heeft ar/'* = ^ en x^'" = j, dus 4 x,"^ =^=X,; 

aO 4 7 

en 4 «,'" = 1 = Xj ; dus blflkens (72) 

1_1 y 1_1 

_ 5 8' _ 5 3 49 

^> - (J:, - Xo) (X, - X,) - 3 /3 7\-90' 



3 /3 _ 7\ 
7V7 7/ 



1 1 



R-^ ^-^ R-1 /49_i.9'\-??_^ 
»~, 8~~10' •"« ~ ^ ~ V90 "•" 90/ ~ 90 "~ 45* 



1-7 
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Derhalve bl^kens (70) 

*' = 45 yo + 180 ^-^ "^ ^+^^ "^ 20 ^"^ +y+2)- 



I. INHOUDSBEREKENING DER FIGUUR, ALS DE LENGTEN 

"DER GAUSSISCHE ABSCISSES SLECHTS TOT IN DE TWEE 

OF DRIE EERSTE DEOIMALEN WORDEN UITGEDRUKT. 

§ 21. De formulen van Gauss z^n moeil^k toe te passen, 
wegens het groot aantal decimalen, waarin de lengten der 
abscissen zgn aangegeven. Drukt men echter de waarden 
van x^'\ a?^", . . . a?„" slechts bg yoorbeeld tot in de tweede 
of derde decimaal nauwkeurig ait, met yerwerping der yol- 
gende decimalen, en ontwikkelt men yolgens (62) en (65), 
of (70) en (72), de formulen yoor den inhoud, dan is de 
' toepassing yan de aldus gewgzigde formulen yan Gauss weinig 
minder gemakkelgk als die yan de NEWTON-GoxEs'sche, yooral 
dan als men gebruik maakt yan soortgelgke tafels, als die 
welke reeds door Newton yoorgesteld en door Cotes be- 
rekend zgn. j 

Deze methode, is z^ dan al niet in den yolstrekten zin 
de nauwkeurigste , komt er echter zoo nabg , dat het verschil 
yan geen belang is, terw^l z^ het groote yoordeel heefbyan 
gemakkelgk toe te passen en in elk geval in het algemeen 
yeel nauwkeuriger te z^n dan de methoden yan inhouds- 
berekening yolgens Nbwton-Cotks en Maclaubin. 

Stelt men de yerkorte GAussische coordinaten yoor door 
±Xp" en y±p en, bg yoorbeeld bg n = 2, a?/" = 0.29, dan 
yindt men op grond yan (62) en (65) 

in \ . 'ff . Iff I . ff 

Wordt bg n = 3 , x^" = en x^" = 0.39 genomen , dan 
yindt men, op grond yan (70) en (72), 

^-§-4^=l-2^* = nA5-2=^-^*^«« ^1^32 69778 6544, 
^0 = 1 —-B,= 0.45211 48367 30221 3456. 
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Verder 

•^0 yo "T -c^i s ' 

I 

dus 

1^ = 5 {0.45211 48367 30221 3456 y^" -\- 
+ 0.27394 25816 34889 3272 (t/_i'" +y+i'")J. 
De formule yolgens Oauss is 

i=H \u 1/0+ 0. n (t/-i + y+i)j. 

Bedenkt men, dat de uiterste ordinaten, die in beide ge- 

vallen slechts 0.39 — 0.3872 9833 = 0.0027 0167 van elkaar 

liggen, twee aan twee zeer weinig van elkaar zullen ver- 

schillen , vermits de grensl^n A B wordt ondersteld eene 

vloeiende kromme te z^n, zoo zal het verschil in de uit- 

drukkingen voor i onmerkbaar weinig afw^ken van 

if jO.4521148 y^' + 0.2739426 (y_i" +y+i")J — 

- H {0.4444 444 y^' + 0.2777 778 (y_i" + y\i)\ = 

= if 10.0076 704 y^' — 0.0038 352 \if^{' -\-y^{')\ = 

= 0.0076 704 L^' - ?=L^jtl±i^ I , 
en dus in den regel van geene beteekenis z^n. 

Wordt bg n = 4, a?j'" = 0.17 en a?j'" = 0.43 genomen, dan 
volgt uit (62) en (65) 



4 (a,/"» _ a;j"'») 0.0289 — 0.1849 
= ?n^r = 0.6510 6837 6068 3760 6838, 

B^ = l—B^ = l — 0.6510 6837 6068 3760 6838 = 
= 0.3489 3162 3931 6239 3162 ; 
dus 



i' = H\ 0.6510 6837 6068 3760 6838 ^~^ "t^"*"^ + 

I 

+ 0.3489 3162 3931 6239 3162 ^~' " "t ^"^^ . 

I 

of 

i' = H {0.3255 3418 8034 1880 3419 (j/_i"' + y+i'") -|_ 
+ 0.1744 6581 1965 8119 6581 (y./" -f y+a'")] ; 



206 

terwgl bij gebrnik der onyeranderde GAussische coordioaten 
wordt gevonden 

i'=H\0.S260 7258 (y_i''+y+i") + 0.1739 2742 (y-s^+y+s")! 
Stelt men hierin weer y-i'" +y+i'" =y-i" +y+i" on 
y_2'" + y+s" = y—^" + y+a'j <l*n bedraagt het verschil slechts 
H 0.0005 3840 {{y^i" + y+a") - (y^," + y+s")!- 

Voor n = 5 kan men <" = 0, a?/" = 0.27 en V' = 0.45 
nemen, en dien overeenkomstig de waarde van t" berekenen 
uit (70) en (72). Men vindt 

i' = ^ {0.2921 1332 9607 6140 1548yo'" + 

+ 0.2315 3440 3630 8828 2612 (y_i'" + y+r) + 

+ 0.1224 0898 1565 3101 6613 (y^r+y+DI- 

()m de waarden van Xp" yoor n = 6 vast te stellen, kan 
men eerst ;r|''' = 0.12 en ;r2''' = 0.33 aannemen, en daarna 
Yolgens (99) en (100) berekenen, welke de gnnstigste waarde 
is voor x^'" ; men vindt x^'" = 0.465 . . . . , in plaats van , 
zooals Gauss, 073'' = 0.4662 3475 71. Stellen wg dus nog 
x^'" = 0.47 , dan vinden wg de in Tafel D vermelde nitkomst. 

Op gel^ke w^ze z^n voor de overige waarden van n de 
uitdrukkingen voor den benaderden inhoud verkregen, die 
in Tafel D z^n aangeteekend. 

Stel, w^ wenschen de benaderde waarde van de reeds in 
§ 17 behandelde integraal 

J-i8| + ar' 
door middel van de drie ordinateu aj_i'" = — 0.39 , Xq" = 
en x^i" = 0.39 te bepalen , dan vinden wg uit 

19 1 



y-i —an' ^0 =rn «" y+1 = 



8.11 '" 17 "^^ 8.89 



Derhalve 



73"= 0.4521 1483 6780 22 . ^^ + 0.2739 4258 1634 88 (g^ + g^) = 
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= 0.1177 8303 950 , 
welke uitkomst slechts 0.0000 0000 884 van de juiste waarde 
verschilt en nabg komt aan die, welke in § 17 verkregen 
is bg gebruikmaking van vgf ordinaten volgensNBWTON-CoTBS. 

De correctie-termen, die bg de hier bedoelde formnlenbe- 
hooren, zgn op grond van het in § 16 ontwikkelde, gemak- 
kel^k te berekenen; deze termen zuilen echter geene prakti- 
sche waarde hebben. 



jr. BENADERDE BEPALING VAN DE INTEGRAAL 

VAN EBN PRODUCT. 

§ 22. Het kan gebeuren, dat de te integreeren fnnctie 
bezwaarl^k door eene parabolische kromme Ign kan worden 
voorgesteld, terw^l dit wel het geval is met een der facto- 
ren, waarin de functie kan worden ontbonden. Ook treft 
men somt^ds het geval aan, dat een der factoren eene 
fnnctie is, welke slechts bekend wordt door een grootaantal 
ordinaten te meten , terw^l de andere daarentegen gegeven is. 

Met een paar voorbeelden zuilen wg thans aantoonen, 
hoe men in zulke gevallen kan handelen. 

1^. De voorgestelde integraal zg 

i= f^ F{x) V{l — x'')dx, (101) 

waarbg wordt ondersteld , dat F{x) met voldoende benadering 
kan worden vervangen door de reeks 

*o 4" *i -^ 4" ^2 ^^ + • • • • 4" *•» ^• 

De toepassing der voorgaande formulen zonde hier niet 
tot eene aanzienlgke benadering voeren, omdat wel de functie 

F (x) i/(l — x^) door eene vloeiende kromme Ign kan worden 
voorgesteld, doch de afgeleide van deze functie voor de 
grenswaarden ^= — 1 en x=^-\-\ oneindig wordt, en de 
raaklgnen in de overeenkomstige punten der kromme Ign 
dus rechthoekig op de X-as staan, hetgeen bg eene para- 
bolische kromme niet kan voorkomen. 



208 

De benaderde waarde van de integraal wordt in dit geval 
Yoorgesteld door de reeks 



i 



/•+1 r+i 

= o,^\ i/(i —x')dx + »^ \ __^^ V{\ — x^) dx + 



+ «2 P ^^ V{l—x^)dx + (102) 

Van de hier voorkomende integralen zyn die, welke on- 
even machten van x bevatten, alle nal, omdat z^ uit paren 

gelgke, tegengestelde , elementen bestaan. 

f+i 

De eerste integraal I V{l—x^)dx heeft de waarde 

- T , omdat zy het oppervlak yoorstelt , dat begrensd wordt 

door een halven cirkel met den straal een , en eene middel- 
Ign. De overige integralen zgn tot deze terug te brengen. 
Men heeft namelgk algemeen 

Hierin de grenzen — 1 en + 1 brengende , vindt men 

Y+i t>-i r+i 

Deze herleidingsformule herhaaldelgk toepassende vindt 
men achtereenvolgens 

\^x^V(l-'X^) dx= i\_^ V{\- x^) dx = '^7r, 

/•+! 3 r+^ 3.1 

j ^^x V/(l ^x^) dx=Q J ^^ x^\/{l—x^)dx= g^j'T, 

en zoo voort. 

Deze uitkomsten overbrengende in (102) ^ vindt men 

De vraag is nu , voor welke waarden van x men de waarde 
der functie F{x) zal moeten bepalen, opdat de daardoor be- 
paalde parabolische kromme l^n de meest nauwkeurige waarde 
van de integraal oplevere. 



t" 
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Yoor de beantwoording van deze yraag z^n dezelfde be- 
ginselen yan toepassing als die tot de abscissen van Gauss 
hebben geleid. 

Noemen w^ deze onbekende abscissen x^^ x^^ x^^,..Xni 
en stellen wg 

(a?) = (a? — a?j) (x — ^2) (^ — ^z) (^ — x^ ; 

deelen wg {x) op F{x)\ zg Q(x) het quotient, f{x) de 
rest dezer deeling, zoodat 

is, dan is ook 

_^F{x) 1/(1 — x')dx= \ _^<J) {x) Q{x) 1/(1 — x^)dx'\- 

+ \ _J{x)V{X^^dx. 

Evenals in de yorige §§ merken wg weder op, dat f{x) 
de fiinctie yan den (n — 1)'^^ graad is , die met de gegeyen 
functie F{x) bg de gebruikte abscissen dezelfde waarden heefb; 
deze fanctie f{x) zal dan yoor de beschouwde integraal 
dezelfde waarde opleyeren, indien wg de abscissen a?p x^^ 
^3, . . . x^ zoodanig kunnen bepalen , dat 

r <J)(d?) Q(x) 1/(1 — a?^)rf^ = .... (104) 

zg. Dit is mogelgk , wanneer Q {x) yan niet hooger dan den 
(n — l)'^'^ graad is ; wg kunnen dan de n abscissen laten 
yoldoen aan de n yoorwaarden 

_ (p(x)V{l-x^)dx = 0, \^x(p{x)V{l-'X^)dx = (),... 

... r ;K»-i (p (x) V{l — x^)dx = Q, . . . (105) 

waardoor aan (104) is yoldaan , onyerschillig welke coeffi- 
cienten Q (x) moge hebben. 

Door te stellen. x = co8d gaan de yoorwaarden (105) oyer 
in deze 

CO8P 6 cp {cos S) sin^ dd6 = 0j (106) 

waarin p opyolgend een der getallen , 1 , 2 , • . • (n — 1) 
yertegenwoordigt. 

N. A. ▼. W. Dl XX. 14. 



/; 
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Om bieraau te voldoen merkea w^ op, dat algemeen 



/ 



cogpi — . \ 8in^6d6=iO . , . . (107) 
sin d 

J, . ... sin (n4-l) d ,^. , 

IS , wanneer p < w wordt genomen , terw^l — . ' altgd 

stn 9 

kan word«n uitgedrukt door eene geheele functie yan cost, 

welke van den n^^ graad is. 

7an het laatste overtidgt men zich door het opstellen yan 
de nayolgende yergel^kingen 

8in2d = 8ind .2c08 6^ 
8inQd = sin6 .{i co8^ ^ — 1), 
«m 4:6 = sin 6 .(8 cos^ 6 — 4 co^ d) , 



welke door toepassing yan de formule 

sinnA -\- sin {n — 2) tf = 2 «n (n — • 1) d . cos d 
gemakkelgk zgn yoort te zetten. 

Om yerder de yergelgking (107) te bewyzen , herleiden 
wg op de yolgende manier 



8^-= I cosp 6 .8in(n-\-l) 6 . sinS d6 == 



= r-r / COSP 6 . sin 6 .dcosinA-XSd. 

« + lJ ' 



b^ gedeelten integreerende 

1 >. 

Op = --r COSP .sind , cos in-t-l) i A- 

+ — -J j cos{n-\^l)6. {co^-^^ 6 — p co^P-^ d . sin^ i] d 6 , 
door herleiding 

Sp = — r cos^ 6 . sin 6 , cos (« + 1) ^ + 

+ ^1)5 Ji^P + 1) '"'*''^' ^ - P '"'*^' ^^ d «« (n + 1) «, 
wederom integreerende bg gedeelten 

S« = : r-7 co«p 6 .sind , cos (nA-Vid 4- 
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Het eerste gedeelte van de integraal in het tweede lid dezer 

vergel^king brengen wg oyer naar het eerste lid, waardoor 

(p _L_ ju 

de Yoorgestelde integraal aldaar den coefficient 1 — ,iJ^ 

(n + 1)* 

verkr^gt. Door dezen coefficient wordt gedeeld, en de inte- 

gralen worden genomen tusschen de grenzeu en t; de 

geintegreerde termen zign voor beide grenzen nnl, en wg 

honden over 



/ 



co9^ 6.8in (n + 1) t.sin idd = — 
^ ^ 



— , . ?x^ ^\ 1X2 r <^oi^^6.sin{n + l)d.8inidd. (108) 

{n+iy — (p + iyjo 

Hieroit bl^kt, dat de integraal in het eerste lid nul is 
voor p = en voor p = 1 , terwgl z^ voor hoogere waarden 
van p door achtereenvolgende snbstitutie in een van deze 
twee wordt uitgedrukt, en zoodoende ook gel^k aan nul 
wordt bevonden. Slechts wanneer n = p of wanneer n een 
even getal minder dan p id, vervalt dit beslnit, omdat dan 
in het tweede lid van (108) de noemer nul kan worden. 

Hiermede de vergelgking (107) bewezen zignde, kunnen 
w^ aan (106) voldoen door te stellen 

^ /4v «*« (714-1)6 
^ ' sine 

Strikt genomen moet echter deze uitdrukking eenigszins 
worden gew^zigd ; in {cos 6) namel^k zoude de hoogste macht 

van €08 6 de eenheid tot coefficient hebben, in — , , ' 

8%nd 

daarentegen is die coefficient 2". Wg voldoen dan aan alle 

eischen door te stellen 

^ / A\ sin (n -{- 1) A 

De abscissen a^^ a^^ x^^,.,Xni welke het voordeeligst zgn 
ter bepaling van de integraal (101), z^n derhalve de cosi- 
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nussen van zulke bogen 6 , waarvoor 8in{n-\-l)d = en 
sin 6 niet nul is. Het (n -j~ I) voud van zulk een boog is das 
een veelyoud van een halven cirkel, en men zal de gezochte 
abscissen constraeeren door op het gedeelte der X-as, dat 
begrepen is tnsschen de punten, behoorende bg de abscissen 
— 1 en -f~ li ^s middell^n een cirkel te beschrgyen , in dezen 
een regelmatigen yeelhoek met 2(n-|-l) zgden te teekenen, 
zoodanig, dat er twee hoekpunten op de X-as liggen, en 
de oyerige hoekpunten op de X-as te projecteeren. 

Om eindelgk de benaderde waarde der integraal te leeren 
kennen, laten y|, y^^ y39***y» de waarden zgn van F{x) 
behoorende bg 

«■ 2 T 3 T nuF 

X^ = cos j — = , a?o = cos i — : , Xn = COS ; — : ,... Xn = COS i — - , 

* «+l w+1 n-j-1 n + l 

dan is 

yi = «o + «j cos ^-^ + «2 {cos ^-TTiJ + ••••' 
ya = «o + »i cos ^-j-^ + «j Uos ^-HTj^ + ..-i 



Vz 






w 9r / WW \ 

y« = «o + «i CO* ^^37i 4- «2 («<>« ^+1^ + "" 

Hieroit worden «oi ^p ^29 * • * opgelost en de nitkomsten 
oyergebracht in (108), welke yergelgking daardoor oyergaat in 

i' = I [-4, y, + A yi + ^, y, + • . • ■+ ^.yJ- . (109) 

De berekening der coeffieienten A leyert de yolgende nit- 
komsten 

w = 1 , -4j = 1 , 

« = 2 , udi = -4j = ^ , 

_ . _1 1 

n — o, -^1 — -A3 — J, A^ — 2 ? 
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** — * » -^1 = -^4 — — 20 — ' * — ^ 20 — 

n = 5 , -4j = -^5 = Y2 , A^^= A^=^ -^^ -43 = -. 



2^. Ten slotte behandelen wg de integraal 

i= r a?i^(^)rfa? (110) 

Wanneer F{x) benaderenderw^ze wordt voorgesteld door 
de reeks 

i^(a?) = «Q 4" «i * + «2 *''^^ "I" • • • • 
zoo is de benaderde waarde der integraal 

*^=2*o + 3«i+4«2 + 5«3 + - • • • (111) 

Laten «r,, o^j « ^3 , • . . ^» de abscissen zgn , waaryoor de 
waarde van F(x) gemeten of berekend wordt; stel wederom 
(p {x) = (^ — a?i) (x — x^ {x — x^) . . .{x — a?«). 
Deel <p(a?) op F{x); zg het quotient Q{x)^ de rest /(a?), 
zoodat . 

F{x) = 0{x)Q{x)+f{x), 
dan zal 00k 

I xF{x)dx= I x(p(x) Q{x) dx -{- I xf{x)dx. 

Wanneer nu F(x) van niet hooger graad is dan 2 n — 1 , 
dan zal de graad van Q(x) niet hooger z^n dan n — 1, en 
de eerste integraal in het tweede lid is nul , indien wg (p (x) 
bepalen door de n voorwaarden 

I x(p{x)dx=0^ I x^(p{x)dx=0^... I ai^<p{x)dx=0. (112) 

Aangezien (p {x) van n onbekende abscissen af hangt , zoo 
is het steeds mogelijk aan al deze voorwaarden te voldoen; 
dan kan, voor de integratie, f(x) in de plaats treden van 
F{x), en dus weer met n abscissen de integraal zoo nauw- 
keurig worden bepaald als anders met 2 n abscissen zonde 
gebeoren. 

Zij b^voorbeeld n = 3 , stellen wg 

{x) = a?^ — 2j 0?- + 2j a? — Z3 , 
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dan zgn de voorwaarden (112) 

5""i*»"^8*~2'~' 

6 5 '+4 » 3 »~ ' 

7 6 '^5 » 4"'» "• 
Hieroit de onbekenden oplossende, zal men vinden 

__12 6 4 

^»~T' ^»~7' '""SF' 
zoodat de abscissen x^, «, , «, de wortels zyn van de derde 
machtsrergel^king 

85«» — 60ar» + 30« — 4 = 0, 
waaroit men vindt 

«i = 0,2128 4053 8, 
», = 0,5905 3313 6, 
«, = 0,9114 1204 2. 
Als nn yj, y,, i/, de waarden van F{x) zgn, met de abs- 
cissen x^, x^, Xf overeenstemmende , dan is 

yi = «o + »i «2 + «i «»*. 
yj = «o + «i «3 + «i «»*; 

waarait men de waarden van «o, «, en «, mo^^ oplossen; 
die waarden moeten worden overgebracht in (111), en men 
zal de benaderde waarde der integraal verkr^gen in den Torm 

Deze berekeningen leiden tot de Tolgende uitkomsten: 

, 2,1 

n=l, «i = g, » =2^1* 

„ = 2, a?, = 0,3550 5108, «, = 0,8449 4897, 
»* = 0,1819 5862 y, +0,3180 4138 y,. 

n = 3, «, = 0,2128 4058 8, «, = 0,5905 3313 6, 

' «, = 0,9114 1204 2, 
{ = 0,0698 270 y, + 0,2292 411 y, + 0,2009 319y,. 
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